Pocitani dvéma zpusoby
| Martin Tancer

Ulohy, kde se dokazuje rovnost dvou vyrazi, uréuje hodnota né&jakého vyrazu, ...
lze Fesit mnoha zpusoby. O jeden z nich se bude zajimat tato pfednaska. Hlavni mys-
lenkou je spocitat tentyz tdaj (napiiklad velikost mnoziny) vice zpusoby, dostaneme
pak naptiklad rovnost dvou vyrazi, které na prvni pohled nevypadaji, Ze by mohly
mit néco spoleéného. K tomu je velmi ¢asto vhodné najit néjakou kombinatorickou
interpretaci zadaného vyrazu, jehoz hodnotu chceme urcit.

Motivacni dloha. Urcete hodnotu vyrazu
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ReSeni. Organizatoii PraSatka, kterych je n, si dali schiizku v menze, aby se do-
mluvili, kdo chce napsat néjaky piispévek do sbornicku, navic mezi prispévateli bude
jeden z organizatort kontrolovat gramatickou spravnost a jeden kontrolovat spravnost
matematickou (mfize a nemusi to byt tentyz organizator). Spocitejme, kolik je moz-
nosti, jak muiZe schiizka dopadnout (organizétofi se samoziejmé na né&jakém FeSeni
domluvi).

I. zptsob: Povézme, Ze k organizatort bude psat prispévek, ty miuzeme vybrat (Z)
zpusoby. Potom jesté zbyva vybrat korektory, pro které mame k% mo#nosti. Dohro-
mady to je tedy k2 (Z) moznosti, jak vybrat k organizatora prispivajicich do sbornicku
a mezi nimi dva korektory. Uvazime-li vSechna pfipustna k, dostavame tak
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moznosti, jak muze schiizka dopadnout.

II. zptsob: Nejprve se rozhodnéme, ktefi organizatori budou korektory. Prvni situace
je, ze bude gramatiku i matematiku kontrolovat jeden organizator, toho miizeme
vybrat n zpusoby, ten podle predpokladt tlohy musi psat prispévek do sbornicku.
U zbylych n—1 organizdtort mame vzdy 2 moznosti, jak se rozhodnout (bud ptispévek
napisi, nebo nenapisi). Dohromady je to n2" ! moznosti. Druh4 situace je, ze budou
gramatiku a matematiku kontrolovat rtizni organizatotfi. Prvniho miZzeme vybrat n
zpusoby, pro druhého zbyva n — 1 zpusob1, ti prispévek napsat musi. U zbylych n —2
mame opét 2 moznosti, jak se rozhodnout (bud pfispévek napisi, nebo nenapisi).
Dohromady je to n(nfl)Q"_2 moznosti. Spojime-li prvni a druhou situaci, dostavame

n2" 14 n(n — 1)2”72 =n(n+ 1)2”72
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moznosti, jak muze schiizka dopadnout.
Vzhledem k tomu, Ze jsme pocitali tentyz tidaj, musi si byt vyrazy ziskané poci-
tanim I. i II. zptisobem rovny. Motivacni tloha je tedy vyresena,
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Piiklad 1. Dokazte, ze pro libovolné pfirozené n plati
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k=0

Piiklad 2. Dokazte, ze pro libovolnd prirozena m, n, m < n, plati

5060 = ()

Priklad 3. Zobecnéte piedchozi tlohu.

Piiklad 4. Dokazte binomickou vétu, tj. tvrzeni, Ze pro libovolna a, b redlna a n
prirozené plati

(a+b)" = i (?) a'b" "t

=0

Priklad 5. Dokazte princip inkluze a exkluze, tj. tvrzeni, Ze pro libovolné koneéné

mnoziny A1, As, ..., Ap plati
n
k+1
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Priklad 6. Spocitejte pocet permutaci na n prvcich bez pevného bodu, tedy tako-
vych, ze neexistuje 1 < ¢ < n, pro které f(i) = 1.

Priklad 7. Urcete pro pfirozend n a k hodnotu vyrazu

(O>(n+k)” <1>(n+k1)"+ <2>(n+k2)"+~~+(1)"<n>k”.

Priklad 8. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozena j, m, n, m > j, plati
i(fl)i n\[{m+n—2) [m
i=0 ‘ J=t i)
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Piiklad 9. Urdete pocet strom@® na n rozlisitelngch vrcholech (tj. izomorfni stro-
my, jejichz hrany jsou jinak o¢islovany, povazujeme za rizné).

Piiklad 10. Dokazte, ze pro libovolné realné = plati

1
arctg(z 4+ 1) — arctg x = arctg (m) .

Priklad 11. Necht je ddno a; = 0, as = 2, a3 = 3 a déle necht posloupnost
(an)p=q spliiuje pro n > 4 rekurentni vztah

an = ap—2 + an—3.
Dokazte, ze pro kazdé prvocislo p je Cislo ap délitelné p.
Piiklad 12. Zobecnéte predchozi tlohu.

3Pokud nevis, co je strom, popf. izomorfismus stromi, zajdi si za libovolnym organizato-
rem, ten Ti to rad vysvétli.
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