Pickova formule
' Jarda Han¢l

ABSTRAKT. Prispévek nejprve seznami ¢tenafe s celou fadou tvrzeni, ktera sou-
viseji s mfizovymi body. V druhé ¢asti vyslovime Pickovu formuli pro pocitani
obsahti mnohothelnikii s vrcholy v mfiZzovych bodech, nazna¢ime dikaz a uve-
deme nékolik prikladu.

V prispévku nejprve nastinime, co to vlastné takova mrizka je, a pak vyslo-
V druhé ¢asti se zabyvame jednim z nastinénych problémi, Pickovou formuli. Ta
tvrdi, Ze umime jednoduse spocitat obsah mnohotihelnika, jehoz vrcholy lezi v m¥i-
zovych bodech. Konkrétnéji, tento obsah zavisi pouze na poc¢tu miizovych bodu
uvnif a na hranici mnohothelnika. Ale za¢néme pomaleji:

MfriZové body a jejich krasa

V tomto textu budeme pracovat s mnozinou miizovych bodi. Nez abych néjak
slozité zavadél tento pojem, vystacime si s jeho geometrickou interpretaci. Tedy
budu-li mluvit o mnoziné m#izovych boda, budu myslet body roviny (v niz mam
zavedenou kartézskou soustavu soufadnic), které maji obé soufadnice celoéiselné.
Neboli body

{lx,y] 1 z,y € Z} .

Nyni si ukazme fadu péknych tvrzeni, nékterd lehéi, jind pekelné tézka (tfeba
Schinzelova véta byla dokézdna pred 10 lety):

(i) Blichfeldt’s Theorem: Kazdy omezeny rovinny obrazec M s obsahem ostfe
véts§im nez A libovolné zasazeny do jednotkové ¢tvercové miizky muze byt
posunut tak, aby pocéet mfizovych boda uvniti M byl alesponi A + 1.

(ii) Browkin’s Theorem: Pro libovolné p¥irozené ¢islo n existuje v roviné ¢tve-
rec, ktery mé pravé n mrizovych bodd uvniti.

(iii) Circle Lattice Theorem: Pro libovolné piirozené ¢&islo n existuje v roving
kruh, ve kterém lezi pravé n mfizovych boda.

(iv) Steinhaus Theorem: H. Steinhaus dokazal jesté vic. Dle jeho tvrzeni pro
kazdé n dokdzeme najit kruh s obsahem n, na jehoz hranici lezi pravé n
mftizovych bodt.

(v) Schinzel Theorem: Pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje v roving kruz-
nice, na které lezi pravé n miizovych bodi.

(vi) Gauss’s Circle Problem: Ozna¢me N(r) polet miizovych bodd uvnit¥
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kruhu o poloméru r a stfedu v pocatku. Pak plati
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(vil) Minkowski Convexr Body Theorem: Omezena konvexni oblast v roviné,
ktera je symetricka kolem pocatku a ma obsah alespon 4, musi obsahovat
alespon tii miizové body. Obecnéji, v n dimenzich, miZeme prohlésit, ze
kazda omezena konvexni oblast symetricka kolem pocatku, kterd ma obsah
alespon 2", obsahuje alespon t¥i mfizové body. Tuto vétu muzeme odvodit
z Blichfeldt’s theorem.

(viii) Je-li 2 < n < 32, pak umime najit 2n mfizovych bodi s celo¢iselnymi
soufadnicemi =,y € [1,n] takovych, Ze zaddné t¥i nelezi na jedné pfimce.
Pocet riznych feseni (nepocitaje rotace a soumérnosti) pron = 2,3,...,
je1,1,4,511,22,57,51,156 ... Pro velké n existuje hypotéza, Ze je mozné
vybrat nejvyse (¢ 4+ £)n miizovych bodu tak, aby Zadné tii nelezely na
spole¢né pfimce, kde ¢ = (27r2/3)1/3 = 1,87.

Podobné nejvétsi pocet mrizovych bodu s celo¢iselnymi souradnicemi
z,y € [1,n] takovych, ze zadné Gty¥i nelezi na jedné kruznici, je k(n?/3 —¢)
(Guy 1994, p. 241).

Pickova formule

A nyni ke zlatému hiebu vecera. Uréité ses uz mockrat potkal(a) s néjakym tako-
vymto piikladem: Uréi, jaky obsah ma mnohothelnik nakresleny na obrazku! A ve-
dle zadani byl nakresleny néjaky mnohotthelnik, pficemz vSechny jeho vrcholy byly
takzvané mriZové body. Obvykle bylo potfeba obrazek rozdélit na nékolik ¢tverct,
trojihelnikti a obdélniku a secist jejich obsahy. To ale mtze byt pékna otrava, a
tak pan Georg Pick v roce 1899 vymyslel mnohem chytfejsi metodu.

Pickova formule ¥ika, ze obsah jednoduchého® mnohotihelniku s vrcholy v mii-
zovych bodech (fikejme mu tfeba miiZovy mnohothelnik) mizeme spocitat takto:
Oznaéme V pocet mifzovych bodt, které jsou uvniti mnohothelniku, a H bud
pocet mrizovych bodi, které jsou na jeho hranici. Hledany obsah je pak roven
V+H/2-1.

To je prekvapeni, co? Jak by mohlo jit spocitat obsah néceho, co muze byt
kdovijak slozité, tak jednoduse? Jaktoze vzorec vibec nezohlednuje tvar mnoho-
thelniku? Na tom prece taky zalezi, ne?

9 Jednoduchy obrazec pozname podle toho, Ze jeho obvod neprotina sebe sama.
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Af se ndm to libi nebo ne, Pickova formule plati. Pro¢ tomu tak je, si vysvétlime
na prednésce, zde uvedme jen, kudy se dikaz zhruba ubira:

(i) Plati-li Pickova formule pro néjaké dva polygony'® se spole¢nou ¢asti ob-
vodu, plati i pro polygon, ktery dostaneme, kdyz je spojime.
(ii) Vzorecek plati pro jednotkovy étverec, a tedy i pro libovolny obdélnik.
(iii) Vzorecek plati i pro jakykoli trojihelnik.
(iv) Pickova formule plati pro vSechny mnohothelniky.
Nu, a je to. Nejen ze ted muzeS hravé pocitat obsahy, ale Pickova formule se
hodi i feSeni nejriznéjsich prikladt. Zkus si rozmyslet nasledujici problémky:

Priklad 1. Plati néjakad obdoba Pickovy formule i v prostoru?

Priklad 2. Dokaz, Zze kazdy mnohothelnik s vrcholy v miizovych bodech méa
raciondlni obsah. (Kazdy znamend opravdu kazdy, tedy i nejednoduchy!)

Piiklad 3. Pilbodem nazjvejme libovolny bod o soufadnicich (k/2,1/2), kde k
a [ jsou celd ¢isla. Kazdy pulbod urcité jde vyjadrit jako stied tsecky spojujici dva
miiZzové body mnoha riznymi zptsoby. Piedstav si, Ze mas ptlbod lezici uvnity
néjakého miizového mnohotthelniku. Dokaz, ze jej mtizeme dostat jako stied tisecky
spojujici dva mtizové body, které samy leZi uvniti tohoto mnohotuhelniku.

A na zavér bych chtél podékovat Vitovi Kalovi, jehoZ piispévek dal tomuto
prvni formu. Pokud byste se chtéli o mfizovych bodech dozvédét vice, zkuste tieba
stranku http://mathworld.wolfram.com/PointLattice.html.

10Polygon neni nic jiného ne# piejaty vyraz pro mnohouhelnik.

10



