
Pickova formule
Helča SvobodováAbstrakt. Příspěvek seznamuje čtenáře se zněním Pickovy formule pro počítání

obsahů mnohoúhelníků s vrcholy v mřížových bodech. Dále je zde nastíněn důkaz

tvrzení a uvedeno několik příkladů na toto téma.

Určitě už ses mnohokrát setkal(a) s takovýmto příkladem: Vypočítej obsah mno�
hoúhelníku nakresleného na obrázku! Obvykle se snažíme útvar vhodně rozdělit na
obdélníky a trojúhelníky a sečíst jejich obsah. Pro mnohoúhelník, jehož vrcholy leží
v takzvaných mřížových bodech, tedy v bodech s celočíselnými souřadnicemi, ale
existuje mnohem elegantnější metoda. Vymyslel ji v roce 1899 pan George Pick a
umožňuje nám spočítat hledaný obsah jen pomocí znalosti počtu mřížových bodů,
které v mnohoúhelníku leží. V přednášce se na tuto formuli blíže podíváme a kromě
počítání obsahů pak dokážeme vyřešit i pár zajímavých problémů.

Tvrzení. (Pickova formule) Mějme jednoduchý mnohoúhelník s vrcholy v mřížo-
vých bodech. Označme V počet mřížových bodů, které jsou uvnitř mnohoúhelníku,
a H buď počet mřížových bodů, které jsou na jeho hranici. Hledaný obsah je pak
roven V + H

2
− 1.

Důkaz provedeme na přednášce, zde jen nastíníme, kudy se ubírá:

(i) Platí-li Pickova formule pro nějaké dva mnohoúhelníky se společnou částí
obvodu, platí i pro mnohoúhelník, který dostaneme, když je spojíme.

(ii) Vzoreček platí pro jednotkový čtverec, a tedy i pro libovolný obdélník.
(iii) Vzoreček platí i pro jakýkoli trojúhelník.
(iv) Pickova formule platí pro všechny mnohoúhelníky.

Příklad 1. Mějme mřížku o hraně délky
√

2. Dokažte, že každý mnohoúhelník
s vrcholy v bodech této mřížky má celočíselný obsah.

Příklad 2. Platí nějaká obdoba Pickovy formule i v prostoru?

Příklad 3. A co v trojúhelníkové mřížce?

Příklad 4. Půlbodem nazývejme libovolný bod v mřížce o souřadnicích (k/2, l/2),
kde k a l jsou lichá čísla. Každý půlbod lze určitě vyjádřit mnoha různými způsoby
jako střed úsečky spojující dva mřížové body. Mějme půlbod ležící uvnitř nějakého
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mřížového mnohoúhelníku. Dokažte, že jej lze vyjádřit jako střed úsečky spojující
dva mřížové body, které samy leží v tomto mnohoúhelníku.

Příklad 5. (Varianta Pickova vzorce pro nejednoduchý mnohoúhelník) Dokažte, že
obsah mnohoúhelníku, který obsahuje D „děrÿ, je roven V +H/2+D−1. H je počet
mřížových bodů na všech D+1 uzavřených křivkách tvořících hrany mnohoúhelníku.

Příklad 6. Mějme mřížový trojúhelník ABC takový, že jedinými mřížovými body
na jeho hranici jsou jeho vrcholy a uvnitř něj leží právě jeden mřížový bod. Dokažte,
že tento bod je pak těžištěm trojúhelníku ABC.
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