Permutacni grupy
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Permutace

Permutaci rozumime prosté zobrazeni m: M — M na koneéné mnoziné M. Per-
mutace mizeme skladat stejné jako zobrazeni, tedy m o p(z) = 7 (p(x)). Déle si
zavedeme nékolik zdkladnich pojmt a budeme zjistovat, jaka je souvislost permutaci
s algebraickou strukturou nazyvanou grupa.

Definice 1. Pevnym bodem permutace m rozumime prvek z € M takovy, ze
m(x) = x.

Definice 2. Identickou permutaci (také identitou) rozumime permutaci, ve které
jsou vSechny prvky pevné body. Znacime ji id. Transpozict rozumime permutaci,
kde se dva prvky prohodi a ostatni jsou pevné body.

Definice 3. Permutaci nazveme lichou, pokud ji lze zapsat jako sloZeni lichého
poctu transpozic. Permutace je sudd, pokud neni licha.

Poznamka 4. Sudost nebo lichost muzeme zjistit také pomoci poc¢tu inverzi nebo
poctu sudych cykl v permutaci.

Definice 5. Rdd permutace 7 je nejmensi prirozené Cislo n takové, ze

To---0om =id.
—_——

n

Priklad 6. Najdéte vSechny permutace na 3 prvcich a rozhodnéte, které jsou sudé
a které liché.

Piiklad 7. Dokazte, ze pro kazdé n je stejné sudych a lichych permutaci na n
prvcich.

Grupy

Definice 8. Grupa je ¢étverice (G,o0,71,e), kde G je mnozina prvki grupy,
0:G x G — G je binarni operace, ~':G — G je unarni operace, ktera kazdému
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prvku pfifadi prvek inverzni a e € G je neutrdlni prvek (téz jednotka). Navic musi
platit:

(i) ac(boc)=(acb)oc,
(ii) aoce=eoa = a,
(ili) aca™t =atoa=e.

Priklady grup:

(a) Mnozina ¢isel {0,1,2,...,n — 1} s operaci s¢itdni modulo n. Znacime Z,,.
(b) MnoZina ¢isel {1,2,...,p—1} s operaci ndsobeni modulo p, kde p je prvoéislo.
(¢) VSechny symetrie Gtverce s operaci sklddani zobrazeni, znac¢ime Ds.

Definice 9. Permutacni grupou nazveme grupu, kde G jsou nékteré permutace na
kone¢né mnoziné M, e je identickd permutace, (o p)(z) := w(p(z)) a 7! je opacna
permutace k .

Poznamka 10. Pozor, permutace v permuta¢ni grupé G musi byt uzaviené na
skladani. Pokud G obsahuje vSechny permutace na M, pak ji fikdme symetrickd a
znacime ji Sy, kde n = |M|. Pokud G obsahuje jen vSechny sudé permutace, pak ji
fikdme alternugjici a znacime ji A,,.

Tvrzeni 11. Kazda grupa Ize zapsat jako permutacéni grupa.

Definice 12. Permutacni grupa je k-tranzitivni, pokud pro kazdné dvé posloup-

nosti prvki {a;}F_, € M, {b;}}_, € M existuje 7 € G takové, Ze m(a;) = b; pro
vSsechnai=1,2,... k.

Priklad 13. Pro kazdé n € N urcete, kolik ma grupa Sg prvka fadu n.

Priklad 14. Dokazte, Ze pokud mé grupa sudy pocet prvkil, pak mé alespon jeden
prvek fadu 2.

Priklad 15. Méjme 2-tranzitivni permutacéni grupu G, kterd obsahuje transpozici.
Dokazte, ze G je symetricka.

Priklad 16. Dokazte, Ze pokud je permutacni grupa k-tranzitivni a obsahuje cyk-
lus délky k, pak je uz nutné symetrickd nebo alternujici.

Ndvod.
(i) G je k-tranzitivni a mé k-cyklus = G obsahuje vSechny k-cykly.
(ii) G obsahuje vSechny k-cykly = G obsahuje vSechny 3-cykly.
(iii) G obsahuje vSechny 3-cykly = G obsahuje vSechny sudé permutace.
(iv) G obsahuje vSechny sudé permutace a jednu lichou = G je symetricka.

Tvrzeni 17. Pokud je permutacni grupa n-tranzitivni, kde n > 5, pak je nutné
symetricka nebo alternujici.
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