Permutace

Tomas Roskovec

Definice. Prosté zobrazeni Il : M — M nazyvame permutaci na mnoziné M.

Poznamka. Prosté zobrazeni koneéné mnoziny M na sebe samu je ziejmé také
surjektivni. Proto budou permutace na kone¢nych mnozinach bijekcemi.

Poznamka. (O prvnim zptsobu zipisu) Permutaci II lze zapsat jako tabulku.
Nejjednodussi formou zapisu je takzvany zdkladni tvar

m— 1 2 3 -+ n 7
T T2 T3 0 Tn
kde II(3) = ;.
Poznamka. Kvuli zpfehlednéni zapisu muze byt v nékterych pfipadech vhodnéjsi
prerovnat mnozinu M. Zvolime s1, $2, 83, .. ., S, libovolné potfadi prvki mnoziny
M a zapiSeme v takzvaném obecném tvaru
S1 S2 S3 Sn
H =
(tl ta 13 tn> ’

kde II(s;) = ¢;.
Véta. Na mnoziné M = (1,2...n) lze najit pravé n! ruznych permutaci.
Diikaz. Indukci podle n.

Definice. Samodruznym prvkem permutace rozumime prvek z, pro ktery plati
II(z) = =.

Definice. Permutaci, jejiz vSechny prvky jsou samodruzné, nazyvame identickou
permutaci Id nebo také jednotkovou permutaci.

Definice. Inverzni permutaci k permutaci

s1 S22 83 -+ Sk
H =
<t1 ta tz3 - tk)

rozumime permutaci
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Definice. Jsou-li permutace I1; a Il na mnoziné M,

S§1 82 83 ... Sk tl tg t3 N tk
I, = ) II; = )
tl t2 t3 e tk T Tro T3 ... Tk
pak sou¢inem permutaci II; a Ils rozumime permutaci
S Sz S3 ... S
= ( 1 S2 S3 k) .
T T2 T3 ... Tk

Tento vztah zapisujeme jako II = Il5 o I1y, nékdy zkracené jako II5I1; .

1

Poznamka. Narozdil od obvyklého souc¢inu' neni soucin permutaci komutativni.

Tedy rozhodné neplati, ze 11311, = IIo11;.
Definice. Bud C = {rirar3...1:}, kde k > 1, podmnozina mnoziny M. Pak
cyklem rozumime permutaci II takovou, ktera splnuje

O(ry) = ro, (r2) = rs, ..., 1(rr_1) = r&,(rx) = 71,1I(s) = s pro Vs ¢ C.

Cyklus budeme naddle znacit (rirars...7x).

Definice. Délkou cyklu rozumime pocet prvku k. Cyklus délky 2 nazyvame trans-

poziciZ.

Definice. Rekneme, Ze dva cykly (s15283...sk) a (rirars...7) jsou nezavislé,
jestlize
si#r Vi ji1<i<k1<j<l.

Poznamka. Pfi soucinu dvou nezévislych cyklt nezalezi na poradi.

Véta. Kazdou permutaci Il Ize rozlozit na soucin nezavislych cykli. Tento rozklad
je az na poradi jednoznacny.

Véta. Kazdou permutaci 11 Ize rozlozit v soucin transpozic. Je-li specialné II =
(rire...rg) cyklus, je Il = (ryrg)(rirg—1) - . . (r172).

Véta. BudThTy ... T, = 515> ...5, = II dva riizné rozklady permutace na soucin

transpozic. Pak c¢isla k a |l maji stejnou paritu.

Definice. O permutaci Il fekneme, Ze je sudd, jestlize ji lze rozlozit na soucin
sudého poctu transpozic. O permutaci Il fekneme, Ze je licha, jestlize ji Ize rozlozit

Napriklad pfi soucinu dvou realnych cisel se a -b =b- a.

Jedna se totiz o prohozeni dvou prvka.
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na soucin lichého poctu transpozic. Znaménko permutace sgnlIl definujeme jako
sgnIl = 1 pro sudou a sgnIl = —1 pro lichou permutaci.

Véta. Pro permutace 111, Iy na stejné mnoziné M plati

(i) sgn(I;I15) = sgnIl; - sgnIly,
(ii) sgnIl; ! = sgnTl.

Definice. Inverzi na mnoziné M rozumime dvojicii, j € M, pro kterou platii < j
a II(7) > II(j).

Poznamka. Znaménko permutace lze také spoéitat jako sgnIl = (—1)*, kde za k
dosadime bud pocet cyklt sudé délky v rozkladu II nebo pocet inverzi permutace.

Definice. Radem permutace rozumime nejmensi k € N takové, Ze IIF = Id.

Priklad. Spoctéte znaménko permutace

1_[_1234567891011121314151617
“\7 17 3 13 4 15 6 11 14 1 5 12 16 2 10 8 9

Priklad. Urcete fad permutace

1_1_1234567891011121314151617
S \7 17 3 13 4 15 6 11 14 1 5 12 16 2 10 8 9

Priklad. Dokazte, Ze existuji

(i) sudé permutace sudého Fadu,
(if) sudé permutace lichého Fadu,

(
(

Priklad. Kolik existuje permutaci s n prvky, které jsou cyklem.

iii) liché permutace sudého fadu a
iv) liché permutace lichého radu.

Priklad. Kolik nejvyse inverzi muze byt v permutaci s n prvky.

Priklad. Kolik minimalné transpozic potfebujeme na vytvoreni libovolné permu-
tace s n prvky.

Priklad. Urcete pocet inverzi permutace

1 2 3 - k
Hl = < ) )
ay a2 ag --- ag
zname-li pocet inverzi permutace
1, — ( 12 3 -k ) .
ag Qg-1 Qg-2 -+ Qa1
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