Permutace

JAKUB LOwIT

ABSTRAKT. Jak v olympiadni, tak ve vysokoskolské matetamice se ndm cCasto stane,
ze mam nékdo néco zamicha nebo preusporada. Vsechny takové priklady ale spojuje
jeden algebraicko-kombinatoricky princip - permutace. V prednasce si ukazeme jejich
zakladni vlastnosti, které posléze pouzijeme k feseni mnoha riznorodych priklada. Na
zaver si blize ukdzeme silu permutaci v teorii ¢isel.

Permutace!

Permutace je jednim ze zékladnich algebraickych a kombinatorickych objektt. Jde
zkratka o pfecislovani ¢i zamichani néjaké mnoziny objektti. Pfesto nas ale casto

miuze prekvapit. Je dobré mit na paméti, Ze permutace jsou snad ty nejsymetric¢téjsi
objekty, co si muzeme predstavit.

Definice. (Permutace) Permutace o na mnoZiné X je zobrazeni, které kazdému
prvku X pfifadi néjaky (ne nutné jiny) prvek X. P¥itom obrazy riznych prvkia musi
byt rizné a kazdy prvek ma néjaky vzor.

Definice.

(1) Skute¢nost, ze o je permutace na mnoziné X, ¢asto znacime o € Sx.

(2) Permutaci, kterd zobrazuje vSechny prvky z X na sebe samotné nazyvame
identita.

(3) Ke kazdé permutaci o existuje pravé jedna inverzni permutace o~ !, kterd
prifazuje obraztim jejich vzory.

(4) Slozenim permutaci o, m myslime zobrazeni, které vznikne provedenim po-
stupné zobrazeni o a nasledné w. Toto zobrazeni je opét permutace a znacime
jej moo.

(5) Radem permutace o myslime nejmensi n € Ny takové, ze pokud slozime o
samu se sebou k-krat, dostaneme identickou permutaci.

Lemma 1. Existuje pfesné n! =n-(n—1)...3-2-1 permutaci n-prvkové mnoziny.

Lemma 2. Kazdé piirozené Cislo Ize jednoznacné zapsat jako ay - 1!+ as - 2!+ ag -
3'+..., kde 0 <a; <i.
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Definice. Cyklus je permutace, kterd cyklicky posouva néjakych k prvka, pricemz
ostatni nechdva na misté.

Lemma 3. Kazdou permutaci na konecné mnoziné Ize (az na poradi) jednoznacné
rozlozit na soucin disjunktnich cykli.

Definice. Transpozice je permutace, kterd prohazuje pouze dva prvky (a vSechny
ostatni nechdva na misté).

Lemma 4. Kazdou permutaci na kone¢né mnoziné Ize ziskat jako slozeni nékolika
transpozic.

Lemma 5. Kazdd permutace ma néjaky 7ad (tedy existuje prirozené k takové, ze
slozeni této permutace k-krat je identickd permutace).

Na dvod...

Uloha 6. Kolika zpitisoby lze na Sachovnici 8 x 8 rozmistit 8 vézi tak, aby se zadné
dvé neohrozovaly?

Uloha 7. Do tabulky n x n napiSeme &isla 1,2,...,n% popofadé tak, #e nejprve
vyplnime zleva doprava prvni fadek, potom druhy atd. Nyni v tabulce vybereme n
policek tak, abychom z kazdého tadku i kazdého sloupce vybrali pravé jedno, a ¢isla
na vybranych pozicich se¢teme. Jaké vysledky muzeme dostat?

Nahlizime

Jak uz se nam doneslo, po¢et permutaci n-prvkové mnoziny je n!. KdyZ se proto
nékde faktoridl objevi, permutace urcité nejsou daleko a Casto se k feSeni tlohy
pfimo vybizi vhodné kombinatoricka interpretace.

Uloha 8. Pro pfirozena k, n nahlédnéte rovnost

(kn)! (K 2k nk
(Ehr — \k k k)
Uloha 9. Je dano piirozené k a n > k. Uvazme nadhodnou permutacina 1,2, ..., n.

Nahlédnéte, ze pravdépodobnost, ze prvky 1,...,k lezi v jednom cyklu, nezavisi na
volbé n.

Uloha 10. Uvazme né&jakou permutaci o mnoziny 1,2,...,n. Postupné za sebe
napi$me vSechny prvky a(1l), a(2), ..., a(n). Jejich ¢tenim zleva doprava ziskdme
postupné f(a) rostoucich tsekil. Jaka je primérnd hodnota f(«) pfes vSechny per-
mutace zadané mnoziny?

Uloha 11. Permutacim ¢ na mnoziné 1,2,...,2n, pro néz existuje 1 < i < 2n
takové, zZe |o(i)—o(i+1)| = n, fikejme dobré. Ostatni nazyvejme Spatné. Nahlédnéte,
ze dobrych permutaci je vic, nez Spatnych.

(IMO 1989)



JAKUB LOWIT

Uloha 12. Je déno n > 2 bodu odislovanych 1,2, ..., n, pfi¢em? mezi kazdymi
dvéma vede Sipka smérem od nizsiho ¢isla k vyssimu. Obarveni Sipek ¢ervenou a
modrou nazveme jednobarevné, jestlize mezi zadnymi dvéma vrcholy nevede zaroven
éervend a modra cesta. Uvédomte si, Ze pocet jednobarevnich obarveni je n!.

(ARO 2005)

Uloha 13. Ozna¢me D(n) podet permutaci na n prvcich, které nenechavaji na
misté ani jeden prvek. Nahlédnéte, ze

Uloha 14. Jako plné n-tici pfirozenjch ¢isel budeme oznacovat ty, ve kterych pro
kazdé ¢islo 7 > 2, jez se v n-tici vyskytuje, plati, ze ¢islo ¢ — 1 se v ni vyskytuje také,
pricemz prvni vyskyt ¢ — 1 je pfed poslednim vyskytem ¢. Nahlédnéte, ze plngch n-tic
je nl.

(IMO Shortlist 2002)

Uloha 15. Pro pfirozena n > 1 dokazte identitu

nl = i(—l)"—i- (?) -im

=1

Hrajeme si...

Nejcastéji je zkratka potieba si s tlohou chvili hrat a pochopit, jak funguje. Obcas

nam sice néjaka znalost navic muze pomoct, cesta k feseni je ale vétSinou o dost

zajimavéjsi.

Uloha 16. Kolik existuje permutaci 7 mnoziny 1,2, ..., n, které spliiuji
1-7w(1)<2-7(2) <---<n-mw(n)?

Uloha 17. Na slavnostni vecefi je n tc¢astnikt. Néktefi z nich jsou p¥itom piatelé.

Pred kazdym ucastnikem lezi jedno jidlo, pficemz na stole nejsou zadna dveé jidla

stejnd. Kazdy z ucastnikd ale mé chut na néco jiného. Pokud se dva lidé prateli,

mohou si vymeénit sva jidla. Kolik dvojic i¢astnikd musi byt pratelé, aby kazdy

mohl dostat své vysnéné jidlo?

Uloha 18. Ve vézeni sedi 100 véziiti. Reditel véznice se rozhodl, Ze jim dé4 Sanci na

svobodu. Do 100 o¢islovanych suplika ve své kancelari proto ndhodné umistil jména

véznl, do kazdého supliku pravé jedno. Vézni budou jeden po druhém chodit do

kancelate. Kazdy z nich se mtize postupné podivat do 50-ti Suplikti. Pokud se vSem

véznlim povede nalézt sva jména, jsou propusténi, jinak je feditel necha popravit.
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Pred zacatkem hry se navic mohou domluvit. Vymyslete pro vézné takovou strategii,
aby jejich Sance na propusténi byla alesponi 1 — (2 + 25 + -+ + 105) > 13-
(folklor)

Uloha 19. Uvazme strom na n vrcholech oznacenych &isly 1, 2, ..., n. Postupné
zvolime vSechny hrany (kaZdou pravé jednou), pficemz vzdy prohodime éisla na
koncich zvolené hrany. Tim dostaneme néjakou permutaci ¢isel ve vrcholech. Kolik
cykltl muze tato permutace obsahovat?

(Iran TST 2014)

Uloha 20. Na severni strané ulice je n > 2 domt. Ze zapadu k vjchodu, domy
naji ¢isla postupné od 1 do n, pficemz na kazdém domé visi jeho ¢islo. Jednou si
obyvatelé chtéli vystielit z postika. Béhem jednoho dne tak postupné prohodili éisla
vsem n — 1 dvojicim sousednich domi. Kolik rtznych posloupnosti ¢isel mize byt
vecer v na domech v ulici?

(MEMO 2013)

Uloha 21. Je dano n piirozené. Uréete (v zéavislosti na n) pocet permutaci p na
mnoziné 1,...,n, pro néz p - p obraci poradi ¢isel (tj. posila ¢islo ¢ na n+ 1 — 4 pro
v8echna 1 <4 < n).

Uloha 22. V fadé stoji n studentti. Kdyz se ucitel nediva, néktefi zméni sva mista.
Pokud student zménil pozici v fadé z i na j, pohnul se o |j —i| mist. Uréete maximalni
soucet mist, o ktera se mohli pohnout vSichni studenti dohromady.

(MEMO 2015)

Uloha 23. Stroj na vyméhovani mysli funguje tak, ze vzdy vyméni mysl zvolené
dvojici lidi. Tato dvojice tél si uz ale nikdy znovu nemutze pomoci stroje znovu
vymeénit mysli. Jednoho dne si n lidi hralo se strojem. Nyni by kazdy rad ziskal zpét
své télo. Dokazte, Ze pokud si na pomoc sezenou alespoii dva dalsi kamarady (kteti
jesté stroj nikdy nezkouseli), tak se jim to podafi.

(Futurama)

Uloha 24. Pro sudé n > 4 mé&jme tabulku n x n vyplnénou &sly 1, 2, ..., "727
pricemz kazdé je pouzito pravé dvakrat. Dokazte, Ze 1ze vybrat n policek takovym
zpusobem, aby bylo zvoleno pravé jedno policko z kazdého fadku i sloupce, a navic

zadna dvé vybrana policka neobsahovala stejné ¢islo.

Uloha 25. O Velikonocich hralo n hra¢t turnaj. Kazdy hral s kazdjm a nenastaly
zadné remizy. Permutaci n hraca je pomldzkovd, pokud se porédzeli cyklicky dokola.
Dokazte, ze se mohlo hrat tak, aby vzniklo alespon ;—' pomléazkovych permutaci.
Uloha 26. Dokazte, 7e kazdj konvexni mnohostén P v R? lze ziskat jako projekci
néjakého k rozmeérného simplexu v R™ pro vhodné n, k (k-rozmérny simplex je
mnohostén, ktery ma k + 1 vrchold, jejichZ vzajemné vzdélenosti jsou stejné).
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Uloha 27. Dokazte rovnost polynomt

doa'™=1-142)-I+a+2?) . Q+z+-+a""),
TESh

kde I(m) znaéi pocet inverzi v pemutaci 7, tedy dvojic 1 < ¢ < j < n, pro ktera je
w(1) > w(j).

Nejsou cisla jako Cisla. ..

Vétsina tloh o permutacich moc nezavisi na tom, jak velkou mnozinu vlastné per-
mutujeme. Obéas je ale potfeba vyuzit i jeji velikosti, popfipadé se zajimat i o jiné
teorieciselné vlastnosti, které po nas vyzaduje zadani.

Uloha 28. Pii vecefi sedi 2n lidi kolem oto¢ného stolu. Kazdy si objednal jiné

jidlo, ale zmateny ¢isnik rozdal jidla nahodné. Dokazte, Ze lze sttl otocit tak, aby
alespon dva lidé méli jidlo, které si objednali.

(Brkos)
Uloha 29. Mame balicek 2n karet. Zamichani balicku zméni poradi karet z a1, as,
cevy Qp, by, b, ..., b, na ay, by, as, ba, ..., a,, b,. Uréete vSechna n takova, Ze po

8 zamichanich m4 balicek karet ptivodni poradi.
(VJIMC 2014)

Uloha 30. Necht p > 2 je prvoéislo. Pro kazdou permutaci 7 = (7(1),7(2), ..., 7(p))
prvki mnoZiny S = 1,2,...,p necht f(m) znadi podet vSech ndsobkii prvocisla p,
které se vyskytuji mezi nésledujicimi p éisly: 7(1), 7(1) + 7 (2),...,7(1) +7(2) + ... +
m(p). Uréete priamérnou hodnotu f(7) uvazovanou pro vSechny permutace 7 prvki
mnoziny S. (MEMO 2012)

Uloha 31. Pro n > 2 oznaéime permutaci o mnoziny 1,2, ...,n jako kvadratickou
(respektive kubickou), jestlize jsou ¢isla o - 041 + 1 druhé (respektive tfeti) mocniny
prirozenych ¢isel pro vSechna i od 1 do n — 1. Dokazte, Zze pro nekone¢né mnoho n
existuje kvadratické permutace, ale pro zadné n neexistuje kubicka.

(Iran TST 2014)

Uloha 32. Permutaci (a1, as, ..., a,) mnoziny (1,2,...,n) nazveme ¢tvercovou, po-
kud je mezi ¢isly a1, a1 + as, ..., a1 + as + ... + a, alespon jedna druhd mocnina
prirozeného c¢isla. Najdéte vSechna prirozend n takova, Ze jsou vSechny permutace
mnoziny (1,2,...,n) ¢tvercové.

(Irdn TST 2002)

Parita!

Nyni si ukdzeme trikovy invariant, ktery je zachovavan pii rtiznych zapisech néjaké
permutace, zvany parita permutace. Hezké na ném je to, ze jde zjistit hned néko-
lika riznymi zptsoby. Tato na prvni pohled hrava tvrzeni maji pomérné hluboké
disledky.
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Lemma 33. (Parita transpozic) Méjme pevnou permutaci o rozepsanou jako slo-
zeni n transpozic. Potom parita n nezavisi na konkrétnim rozepsani.

Definice. (Znaménko) Pro permutaci o uvazme jeji libovolny rozklad na n trans-
pozic. Pak definujeme jeji znaménko (neboli paritu) jako sgn(o) = (—1)".

Lemma 34. Pro libovolné permutace o, ™ na stejné mnoziné plati
sgn(o) - sgn(m) = sgn(o o 7).

Lemma 35. Pro permutaci o uvazme jeji rozklad na disjunktni cykly, dale oznacme

k pocet téchto cykli, které maji sudou délku. Potom sgn(o) = (—1)*.

Lemma 36. Inverzi v permutaci ¢ na mnoziné 1,2,...,n oznacime libovolnou
dvojici prvki této mnoziny i, j, které spliiuji i < j a zarovenr o(i) > o(j). Pocet

riiznych inverzi v permutaci o oznac¢me . Potom sgn(c) = (—1)L.

Lemma 37. Uvazme funkci f, které kazdé permutaci z Sx pfifadi 1 nebo —1.
Navic pro libovolnou dvojici takovych permutaci o, T plati f(o o1) = f(o) - f(7).
Potom bud f je konstantné 1, nebo f = sgn.

Uloha 38. Pro prirozené n > 2 spoététe pocet sudjch permutaci n-prvkové mno-
ziny.

Uloha 39. Je dan ¢tvereckovany hraci plan 4 x 4. Na étvercich planu jsou ndhodné
rozmisténa cisla 1,2,...,15, kazdé pravé jednou. Posledni pole je volné. V kazdém
tahu muzeme zvolit jedno z poli, ktera sousedi stranou s volnym polem a pfesunout
¢islo, které obsahuje, do volného pole. Hru vyhrajeme pravé tehdy, kdyz se ndm po
koneéném poctu krokt povede sefadit vSechna éisla postupné po fadcich (a pravy
dolni ¢tverecek zlistane prazdny). Rozhodnéte, zda vzdy umime vyhrat.

Uloha 40. Jaka je pravdépodobnost, ze hru z pfedeslého piikladu umime vyhrat,
dostaneme-li na zacatku nahodné rozmisténi ¢isel 1, 2, ..., 157

Uloha 41. Pro pfirozené ¢islo n uvazme mnozinu S vSech permutaci na n prveich.
Elsa a Anna hraji nasledujici hru. Kazd4 z nich ve svém tahu vybere jednu permutaci
z S, kterd doted nebyla zvolena. Pokud lze pomoci sklddani a invertovani vybranych
permutaci vyrobit vSechny permutace z .S, hra kon¢i a hrac¢, ktery hral posledni,
prohrava. Elsa pfitom hraje prvni. Pro kterd n ma Elsa vyhravajici strategii?

(IMC 2012)
Uloha 42. Dokaizte, #e pro libovolnou n-tici redlnych ¢isel a1, as, ..., a, plati
identita "
Z sgn(m) H af:(}) = (a; — a;).
TES, i=1 1<i<j<n

A co na to teorie Cisel?

Pojdme si na zévér j$té 1épe demonstrovat silu permutaci v teorii ¢isel. Od snadnych
tvrzeni se kouzelné dostaneme az k samotné reciprocité.
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Lemma 43. (Mala Fermatova véta) Pro prvocislo p a ¢islo a, které neni délitelné
p, plati a?~! =1 (mod p).

Lemma 44. (Eulerova véta) Pro pfirozené n ozna¢me @(n) pocet pfirozenych ¢isel
m < n, ktera jsou s nim nesoudélna. Potom pro libovolné a, ktera je nesoudélné s n,
plati a?™ =1 (mod n).

Lemma 45. (Cinsk4 zbytkova véta) Pro n-tici po dvou nesoudélnych ¢isel ay, as,
..., a a libovolna cela by, by, ..., by existuje praveé jedno cislo 0 < x < aqas ... ag,
které dava po déleni ¢islem a; zbytek b; pro vSechna i € 1,2, ... k.

Definice. (Legendretv symbol) At p je prvodéislo, a celé ¢islo. Potom definujeme
Legendretiv symbol jako

0, pokudp]a,
(a) =< 1, pokud a je kvadraticky zbytek modulo p,

P —1, pokud a je kvadraticky nezbytek modulo p.

Nyni si jesté rozmyslime jedno lemma bez pouziti permutaci, potom uz permutace
budou vsude.

p—1

a
Lemma 46. (Eulerovo kritérium) Pro prvocislo p > 3 a a celé plati () =az .
p

Lemma 47. (Gaussovo lemma) Méjme prvocislop > 3 a a libovolné celé. Ozna¢me
m pocet &isel a, 2a, . .., =1a, jejichz zbytek modulo p je ostre vétsi nez %. Potom

2
a
— | =(-1)™.

;)

Lemma 48. (Zolotarevovo lemma) Pro prvocislo p > 3 a a nesoudélné s p plati
a

() = sgn (m,), kde 7, zna¢i permutaci indukovanou na zbytcich modulo p ndso-
p

benim c¢islem a.

Lemma 49. (Kvadratickd reciprocita) Pro prvodisla p, ¢ > 3 plati vztah

(5) ' (Z) = (e

1. Prvni prvek lze vybrat n zptisoby, druhy n — 1 zpiisoby atd., az posledni jednim
zpusobem.

Navody

2. Indukci podle poctu ¢lentu je to ziejmé.
3. Vyjdéte na prochazku z néjakého prvku, ¢asem se nutné musite vratit. Tim jste
nasli jeden cyklus.
4. Rozmyslete si, Ze libovolny cyklus umite zapsat jako slozeni transpozic.
7
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5. Staéi vzit nejmensi spolecny nasobek délek vsech jejich cykli.

6. Presné 8! zpusoby, protoZe pozice vézi postupné ve sloupcich zleva doprava
odpovidaji permutaci osmiprvkové mnoziny.

7. Rozepiste si Cisla na soucet fadkové a sloupcové ¢asti, kazdou z nich muzZete
naséitat zv1ast.

8. M¢jme kn rtznych micka k barev a n tvart. Kolik riznych posloupnosti vsech
mick muzeme vytvorit, pokud nas zajimaji pouze jejich tvary?

9. Sestrojte vsechny permutace na n prvcich takovym zptsobem, aby pravdépo-
dobnost skutecné nezavisela na k. Co tieba pfidavat ¢isla postupné?

10. Jeto ”TH Sparujte permutace do dvojic podle sméru ¢teni.

11. Permutace si predstavujte jako posloupnosti kulicek n barev, pricemz kazda
barva je pouzita dvakrat. Dvé kulicky stejné bary vedle sebe lze splacnout do jedné.
Spatnjch posloupnosti je stejné jako dobrych, ve kterjch doslo k jednomu splacnuti.

12. Rozmyslete si, ze kazdé takové obarveni odpovida néjakému sefazeni cisel 1, 2,
..., n, které jednoznacné urcuje barvy Sipek a naopak. Barvy jsou sméry.

13. Pouiijte princip inkluze a exkluze podle poctu.

14. (2,1,2,1,2,1,3,3) = (6,3,5,2,4,1,8,7)

15. Pouiije princip inkluze a exkluze, i-ty ¢len odpovidé poctu moznosti, jak udélat
nepermutaci pouze s vyuzitim ¢ prvka z n-prvkové mnoziny.

16. Induktivné dokazte, Ze takové permutace mohou nanejvys prohazovat néktera
sousedici ¢isla. Posléze si uvédomte, jak se mnozi kralici.

17. Stadi vzit n — 1 transpozic vedlejsich Gcastnikt. Ukazte, Ze z nich uz lze vyge-
nerovat vSechny transpozice, méné trividlné nestaci.

18. Vézni si mohou oznacit Supliky svymi jmény. Jména v Suplicich jsou permutaci
jmen na nich. Vézen se vzdy otevie ten Suplik, na ktery ukazuje jméno z pfedchoziho.
Rozmyslete si, ze neuspéji pravé tehdy, kdyz zminéna permutace obsahuje cyklus
délky alespon n + 1. pravdépodobnost takového jevu je ale celkem mala.

19. Takové permutace musi mit jeden cyklus délky n. Néjakym prohozenim se zacit
musi, dal uz staci indukce.

20. Vezméte to indukei ze spravného konce, vyjde 2"~ 1.

21. Rozmyslete si, jakym zptsobem se permutace mohou skladat na jednotlivych
prvcich. Posléze si permutaci rozlozte na nezavislé cykly a v zavislosti na n modulo
4 dopoctéte, jak to dopadne.

22. Dokazte, ze optimum nastava, tieba kdyz se poradi studentd otoci. Vhod-
nym prepojovani cykli staci ukdzat, Ze se pii optimélni konstrukei prohodil prvni a
posledni student (popf. muzete sumu pfepsat s uzitim minim ptavodnich a novych
pozic).
23. Postupujte po cyklech, rozmyslete si, jak pfejdete z jednoho na jiny a jak ten
posledni dokoncite. Prohozeni dvou novych lidi si Setfete na konec.
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24. Kazda takova volba odpovidéd néjaké permutaci. Odhadnéte shora pocet per-
mutaci, které obsahuji néjaka dvé policka se stejnymi ¢isla a ukazte, Ze je oste mensi
nez n!.

25. Vezméte vSechny takové turnaje a shora odhadnéte pocet nepomlazkovych
permutaci ve vSech dohromady. Z toho vyplyne, Ze pomlizkovych je v prameéru
alespon tolik, jako zadany zlomek.

26. Divejte se na souradnice bodu. Prvnich d slozek vyplitte souradnicemi vrchola
P (P pak bude nutné projekeci naseho simplexu). Zbyva pridat libovolny koneény
pocet souradnic tak, aby byly vzdalenosti vSech vrcholu stejné. Co je na svété nej-
symetri¢téjsi? Permutace!

27. Postupné pridavejte ¢isla 1, 2, ..., n. U i-tého mate ¢ moznosti, ty pridaji
néjaky poret inverzi.

28. Predpokladejte, ze kazdé jidlo je posunuté o jiny pocet mist ve zvoleném sméru
modulo 2n. Dojdéte ke sporu porovnanim souc¢tu pozic mist a jidel modulo 2n.

29. Ocdislujte si vSechny karty kromé posledni ¢isly modulo 2n — 1 a lépe popiste
definované zobrazovani.

30. Scitejte pocet vyhovujicich k-tic pres k. Pro k # p si permutace rozdélte do
vhodnych skupinek po p permutacich tak, aby v kazdé skupince vyhovovala pravé
jedna. Znalost Cinské zbytkové véty vyhodou.

31. Pro kvadratické permutace staci vyuzit identitu (i — 1) x (i +1) = i> — 1 a
zkonstruovat je. Pro kubické uvazujte nejvetsi mocninu dvojky mensi rovnou n, ta
by musela délit 2° —1 pro né&jaké z, rozkladem polynomu a snadnymi odhady dojdéte
ke sporu s existenci dostatecné malého souseda.

32. Resenim jsou vskutku pouze ta $patna n, pro které je w Ctverec. Pro
ostatni ¢isla si posloupnost (1,2, ...,n) rozstiihejte na tseky mezi Spatnymi ¢isly a

vymyslete, jak je na rozstfihnutych mistech pozménit.

33. Jak se zméni pocet cykli permutace, vynasobime-li ji libovolnou permutaci?
34. Pocet transpozic se scita, stejné jako parita.

35. Rozmyslete si, jak rozlozit cyklus délky n na n — 1 transpozic.

36. Kazdou permutacina 1,2,...,n jde rozepsat jako slozeni transpozic sousednich
prvki. Parita poctu prohozeni dvou konkrétnich ¢isel odpovida tomu, jaké je potom
jejich vzadjemné poradi.

37. Ukazte, ze f je jednozna¢né urc¢ena hodnotou na jediné transpozici 7. Rozmys-
lete si tedy, jak napsat libovolnou jinou transpozici tak, aby jeji znaménko zaviselo
pouze sgn (7). Je nutné rozebrat dva pfipady podle toho, kolik m4 hledand transpo-
zice spole¢ného s .

38. Je jich pfesné polovina. Sta¢i poparovat sudé a liché permutace do dvojic,
tfeba slozenim s pevnou transpozici.



PERMUTACE

39. Neumime. Kazdému stavu hry odpovidé jedna permutace 16-prvkové mnoziny.
Obarvéte plan Sachovnicové a divejte se, jak souvisi barva volného policka s paritou
permutace.

40. Opravdu je to %, ale je to mirné technické. Nakreslete pfes hraci plan hada,
permutace posuzujte podle pofadi neprazdnych poli na ném (pohyb prazdného po-
licka po hadovi toto pofadi neméni). Zbyva dokézat, Ze vSechny pohyby prazdného
policka mimo smér hada uz nageneruji vSechny sudé permutace.

41. Priipady n € 2, 3 rozeberte zvlast. Pro n > 4 vhodné pouzijte paritu a symetrii,
které hraji ve prospéch Anné. Je opravdu nutné davat pozor, abyste nenagenerovali
celou S moc brzy.

42. Suma na levé strané je determinant vhodné matice a plati pro néj hodné pék-
nych vztahi. Pro prehlednost je dobré napsat si do n fadka Sachovnice n X n vze-
stupné mocniny jednotlivych ¢isel a;.

43. Vynéasobenim v8ech nenulovych zbytkt jednim (pevnym) dostaneme jejich per-
mutaci. OkamZité proto (p — 1)! = a?~1(p — 1)! modulo p.

44. Udélejte to samé, jako pri dukazu Malé Fermatovy véty, uvazujte ale pouze
zbytky nesoudélné s n.

45. Tvrzeni sta¢i dokdzat pro dvé nesoudélna ¢isla a1, as. Nasobeni ¢isel modulo
ap Cislem as je pouze propermutuje. Vezméte spravny zbytek modulo a; a zkuste
k nému nasobky a; pricitat.

46. Pro kvadratické zbytky tvrzen plyne z Malé Fermatovy véty. Pro nezbytky se
zamyslete, kolik nejvyse kofent mize mit polynom stupné % nad zbytky modulo
.

47. Nésobeni a zbytky permutuje, pfevedte problém na Eulerovo kritérium.

48. Rozmyslete si, ze obé funkce davaji pro pevné p oba vysledky —1, 1 a navic jsou
obé multiplikativni. Ze pro kazdé p dava permutace indukované néjakym avysledek
—1 plyne z existence primitivniho prvku. S pomoci primitivniho prvku si snadno
rozmyslime, Ze jsou obé funkce stejné.

49. Uvazujte tabulku m x n a permutaci odpovidajici rozdani karet po radcich a
jejich nésledné sesbirani po sloupcich. Specidlné se divejte na jeji znaménko (které
odpovid4d znaménku ze vztahu pro kvadratickou reciprocitu). Tuto permutaci lze
navic z Cinské zbytkové véty elegantné rozlozit na souéin dvou permutaci, jejichz
znaménka budou odpovidat soucasné permutovani prvki modulo m ndsobenim n (a
naopak). Dokoncete Zolotarevovym lematem.
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