Pellova rovnice
| Franta Konopecky

Uvod

Co se skryva pod timto pojmem? Patii to viibec do pohadky?
Jako Pellova rovnice je zndma rovnice

$2—Dy2:1, (O)

kde D > 0 je pfirozené ¢&islo, které neni druhou mocninou. Reseni hledame v celych

Zobecnénim Pellovy rovnice jsou tzv. Pellovské rovnice tvaru az? + by? = c.
K teseni konkrétni Pellovské rovnice je potieba raznych metod, které zvlada napfr.
program Mathematica verze 5.0 zadanim prikazu:

Reduce[f[z,y] && Element [x|y, Integers]]

kde f[z,y] je levé strana zadané rovnice. Tento piispévek se vSak zabyva vyhradné
feSenim Pellovy rovnice.

Trividlnimi feSenimi Pellovy rovnice jsou dvojice (z,y) € {(1,0),(—1,0)}. Témi
se jiz dale zabyvat nebudeme a automaticky s nimi nebudeme pocitat.

Jak vypadaji FeSeni

Pro pochopeni, jak Pellova rovnice funguje, je podstatna nasledujici véta. Ne-
fik4 nic jiného, nez, ze kdyz uz jsme nasli néjaké feSeni (x,y) Pellovy rovnice, tak
umime pomoci néj najit dalsich nekoneéné mnoho rtznych feseni.

Véta 1. Piedpoklidejme, Ze rovnici x2 — Dy? = 1 vyhovuje feseni (x,y) = (p, q),
pro néjakd p, q € N. Pak jsou FeSenimi i vSechny dvojice celych (!) ¢isel (x,y) tvaru

_ (p+avD)"+(p—qvD)" 1
x 5 (1)
y = (p+q\5)2\;g7q\/5) . (2)

Vzorecky na prvni pohled spadlé z nebe maji jednoduchy dtkaz (prostym do-
sazenim (neroznasobovat na n-tou!)) i jednoduché odvozeni. Odvozeni (a vlastné
i 0 malicko delsi dukaz) je nésledujici:

Diikaz:  Za predpokladu, Ze (p,q) fesi zadanou rovnici, je 1 = p? — Dg¢®> =
= (p+¢V'D)(p—qV/D), z Gehoz nasledné plyne 1 = 1" = ((p+¢vD)(p—qvV D))" =
=(p+ q\/ﬁ)”(p — ¢v/D)™. Déle je ziejmé, e existuji pevné dana z,y € N, Ze
z+yvD =(p+qVD)"  (3)
e=yVD =p-¢/D* (4
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Pokud totiz roznisobime vyraz (p + q\/ﬁ)”, urcité dostaneme néjaké prirozené
¢islo (v nasem znaceni je to ¢islo x) plus y-ndsobek odmocniny VD. Cisla z,y pak
ziskdme prostym vyfeSenim soustavy rovnic (3),(4). To, Ze ndm vyjdou i z vySe na-
psanych nechutnych vyrazi celd &sla, je ddno ,,pozranim* odmocnin /D v ¢itateli
zlomkii.
Dalsi véta Fiké, Ze mnozina FeSeni Pellovy rovnice je maximalné® mnozina dvojic
(p+qvD)*+(p—qvD)" (p+qvD)"—(p—qvD)"
2 ’ 2vD
n ={1,2,3,...} (pokud existuji feSeni, tak jsou v tomto tvaru a jind FeSeni uz
dand rovnice nem4).

)} pro pevné dand celd ¢isla (p,q) a

Véta 2. Méjme dvé riiznéd celo¢iselnd feSeni (x,y) a (x’,y’) zadané rovnice (1).
Pak existuji cela ¢isla p, q a pfirozena ¢isla k, 1 takova, ze x +yv/D = (p+ qv/D)*

az’ +y'vVD = (p+qvD)"

Dusledek. Pro kazda dvé rizna feSeni existuje ,spoleény délitel“ téchto Feseni.
Z existence minimalniho FeSeni (nejmensiho délitele vSech ostatnich feSeni) rov-
nice (1) (tuto existenci si kazdy hravé zvladne rozmyslet) pak plyne mnozina feseni

{(z + yv/D)} ve tvaru {(p + ¢v/D)"}.
Véta 3. Pokud D = d? pro néjaké d € N, pak nemé Pellova rovnice x? —y?d? =
1 celociselné reseni.

Véta 3 ndm bude jasna, kdyz si Pellovu rovnici upravime do tvaru 2? —(yd)? = 1
a otazeme se, kdy miize byt rozdil dvou étvercii* roven jedné.
Véta 4. Pro kazdé D > 0, D # d?, m4 rovnice (1) alespoii jedno celo¢iselné
feseni.

Diisledek. (Vét 2 a4) Kazda Pellova rovnice® mé mnozinu feseni (z,y) presné

((erq\@)"Jr(pfq\/ﬁ)" (p+qvVD)"—(p—qV'D)"
2 ’ 2v/D

ve tvaru {
aneN.

)} pro pevné dané ¢isla p, q,

Zbyva jesté dat navod, jak to prvni, nebo alespon jedno feseni, najit ... To
bude i naznak dikazu, ze toto feSeni existuje, a tedy i véty 4. Pro tyto ucely si
ujednotime oznaceni.

Znaéeni 1. Retézové zlomky (z Vitovy prednasky) budeme znacit zpiisobem

[a05a15a2)"')an]:a‘0+ 1 a [ao,al,...]:ao—’—al"'—#’

3prozatim ,,maximéalné“, pozdé&ji ,prave“
4druhych mocnin
5s D # d?
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kde ay,aq,--- € N.

Pn

an

Znacdeni 2. p,,q, jsou ¢isla takovd, ze nsn(p,,¢,) =1 a [ag, a1, ..., an].
Nyni si pomizeme nékolika nedokézanymi vétami. Zacind Spetka humusu.

Véta 5. Kazdé realné cislo r Ize jednoznac¢né vyjadrit pravé jednim zpisobem
ve tvaru r = [ag, a1, as,. .., a,] nebo r = [ag, a1, as,...]. Prvai zpusob je pro ¢isla
racionalni, druhy pro iracionalni.

Véta 6. (Jeding, se kterou se obracejte na Vitu)  KaZdou iraciondlni odmocninu

VD Ize zapsat ve tvaru D = |ag,a1,az, ..., ar_1,2a0] = [ag,a1,as,...,ax 1,
2&0, a1,az,...,0k-1, 2a0, ai, ... ]
Véta 7. Koeficienty ag, as, ... a ¢islapg,p1,...;q90,q1,... hledime pomoci téch-
to rekurentnich vztahu (P,, Q, jsou dalsi pomocné posloupnosti):
Py =0, P = ao, Py =an-1Qn-1+ Pr-1
D-p?
QO - 1; Ql =D — a(2)a Qn - Qn—;
ag = LDJ, ap = L%?J
Po = ao, p1 = apa1 + 1, Pn = GnPn—1 + Pn—2
Q=1 q =a, In = AnGn-1+ qn—2

A na co nam to vSechno je? Odpovéd neni jednoduchd ;). Ale pomtize ndm
v ni jedina véta, dalsi véta . ..

Véta 8. Pro cisla zadana rekurenci v predchozi vété plati vztahy:
Pndn—-1 — Pn—-149n = (_1)n+1
pr = Dap = (=1)"" Qi1 (W)

Ted s népovédou, ze pravé pro n = k (pfipomindme, Ze k je délka periody
posloupnosti a,, u fetézovych zlomki) je Qr = 1, a detailnim shlédnutim identity
(%) ndm vyvstane, ze jakmile najdeme periodu k, tak ¢isla gi—1,pr—1 (popfipadé
Q2k—1,DP2k—1) jsou nejmensim FeSenim zadané rovnice. Jak tato FeSeni pouzivat
a jestli jsou skuteéné feSenimi se dozvite na prednéSce (at zbude aspon stiipek
tajemna nad timto krdsnym problémem).

A posledni véta je na zamysleni, jak nam vyieSeni zdkladni Pellovy rovnice
miize pomoct i s dalsimi obecnéj§imi rovnicemi.

Véta 9. Necht existuje néjaké celociselné ieseni rovnice x> — Dy? = +c, pak
existuje téchto reseni nekone¢né mnoho.

Literatura

Kdo by se chtél dozvédét vic, tak tady je stranka, ze které jsem prevazné cerpal:
http://mathworld.wolfram.com/PellEquation.html. At vadm slouzi.
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