Pellova rovnice a kvadratické okruhy

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Prispévek se zabyva slavnou Pellovou rovnici a souvisejicimi (redlnymi)
kvadratickymi okruhy. Ukazeme si dikaz existence jejich netrivialnich fesenich vycha-
zejici z tzv. diofantickych aproximaci, popiseme grupovou strukturu jednotek v real-
ném kvadratickém okruhu a projdeme nékteré zajimavé ulohy a aplikace.

Pod piivlastkem ,Pellova® je zndma diofantickd rovnice®

kde d je prirozené cislo, které neni ¢tvercem celého ¢isla. V teorii ¢isel si vyslouzila
vyjimecéné postaveni, nebot se za jejim jednoduchym zadanim skryva velmi zajimava
struktura a spousta souvislosti s mnoha zajimavymi oblastmi matematiky.

Okamzité jsou vidét dvé feseni Pellovy rovnice: (z,y) = (£1,0). Tato dvé feseni
budeme nazyvat trividlnimi a vétsinu casu se o né nebudeme moc zajimat. Dokazeme
nasledujici: Pellova rovnice ma vzdy nekoneéné mnoho netriviadlnich feseni, z nichz
viechna jsou generovana? jedinym z nich.

Kvadratické okruhy
Definice. Kuvadratickym okruhem rozumime mnoZinu
ZIVd) = {a+b/d|a,be 7},

kde d € Z neni c¢tvercem celého ¢isla, opatfenou operacemi s¢itani a nasobeni ob-
vyklym zptisobem. Mnozina Z[\/{j] tedy obsahuje vechny vyrazy tvaru a + bv/d pro
a,b cela cisla.

Pokud d > 0, naz§vame Z[v/d] redlngm kvadratickym okruhem, pokud d < 0,
nazyvame jej komplexnim kvadratickym okruhem. Pokud v této definici vsude na-
piseme Q namisto Z, dostaneme kvadratické téleso Q(v/d).

Obecné komutativnim okruhem rozumime mnoZinu R, ve které umime séitat,
od¢itat a nasobit podle vSech obvyklych pravidel (a vysledky téchto operaci jsou

1To znaéi, ze hledame pouze celo¢iselné feseni.
2Co presné je timto slovickem minéno, naleznes dale v piispévku.
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opét prvky R). Télesem pak rozumime takovy komutativni okruh, ve kterém navic
umime délit kazdym prvkem kromé nuly.

Cviceni. Rozmyslete si, ze kvadraticky okruh je komutativni okruh.

Cviceni. Co se stane, kdyz d = m? pro né&jaké m € Z?

Cvi€eni. Kdy plati Q(v/d1) = Q(vd2)?

Cviceni. Rozmyslete si, 7e pokud pro a1, by, as, bs € Q plati a;+b1Vd = as+baV/d,
pak uz nutné a; = as a zaroven by = bs.

V této prednasce se budeme zabyvat hlavné redlnymi kvadratickymi okruhy, avsak
intuice a motivace za uvedenou definici je dost podobna zavedeni komplexnich cisel.
Tréapi nas kvadratickd rovnice 22 — d = 0, pro kterou neméme v oboru celych (resp.
racionélnich) ¢isel feSeni. No tak si ho prosté zavedeme pod jménem Vd a zatneme
s nim poéitat. Jediné, co pii tom pozadujeme, je (vd)? = d.

Definice. Pro kazdé ¢islo A = a + bv/d € Z[V/d] (resp. Q(v/d)) definujeme jeho
sdruZené cislo jako
X=a—bVd

a jeho normu jako B
N =X -\ =a®—dy>

Cvigeni. Rozmyslete si, ze 0 je jedingm prvkem Q(+/d) s normou 0.

Cviceni. Nechf d =1 (mod 4). Rozmyslete si, Ze mnozina

Z 1+ Vd :{a+b~1+\/a‘a,beZ}

2 2

tvori komutativni okruh, jehoz prvky maji celoc¢iselné normy.

Sdruzené ¢islo nAm déva zptisob, jak z A = a + bv/d € Q(v/d) vytdhnout jeho
racionalni a iracionalni ¢ast — plati
A+ A=A
2 2vd
Stejné tak ndm norma pomitiZe rozepsat

1 A a b
A N\ a2—dp? aLdb?ﬁ'

a

Cviceni. Rozmyslete si, ze kvadratické téleso je téleso.

Nyni uz je vidét, pro¢ jsme si zavedli kvadratické okruhy. Pokud pojmenujeme w =
z 4+ yv/d, mizeme Pellovu rovnici jednoduse prepsat jako® N (w) = 1. Kvadratické
okruhy nam davaji zajimavou algebraickou strukturu ,,pod“ Pellovou rovnici.

3Trividlni feSeni pak odpovidaji w = +1
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Cviceni. Rozmyslete si, 7e (o - 3) = a - .
Dusledek. Norma je tiplné multiplikativni, neboli N(af) = N(a)N(5).

V kvadratickém okruhu mutzeme délat vétsinu véci, které muzeme délat v celych
¢islech. Ted se zaméfme na délitelnost a moduleni. Pro a, § € Z[v/d] fekneme, 7e a
déli B (piseme « | B), pokud existuje v € Z[/d] spliiujici § = « - . Pro nenulové a
je to ekvivalentni tomu, Ze g € Z[Vd). Déle

a=L4 (modN)

znadi, ze A | (a — ).

Cvieni. Dokaite, 7e v Z[/d] existuje pfesné |N(\)| zbytkovych t¥id mod A.
Lemma. Pokud N(a)= N(f)=Fk # 0 a zdroveil a =  (mod k), pak uz a | 5.
Poznamka. (stéZejni trik) Redlné kvadratické okruhy maji nésledujici super vlast-
nost: jejich prvky jsou realna &isla. Takze a¢ vétSinu Gasu s &isly a + bv/d zachazime
jako s dvojicemi (a,b), miZzeme je kdykoliv zaéit porovnavat ¢i fadit jako redlna
¢isla. Na rozdil od komplexnich kvadratickych okruhti se také N () nijak pfimocate
neodviji od |[\|. Mame tedy dvé riizné ,velikosti® ¢isla A € Z[/d]: jednak jeho ab-
solutni hodnotu || jakozto redlného ¢isla, ale taky jeho normu N()), a tyto dvé
,velikosti“ davaji dvé zcela odlisné informace.

To hlavni

Postupné ukazeme, Ze dokud d € N neni ¢tverec celého ¢isla, tak Pellova rovnice méa
netrivialni feseni. Po cesté se bude hodit Dirichlettv princip.

Véta. (Dirichletova o diofantickych aproximacich) Necht je o redlné ¢islo a t pri-
rozené &islo. Potom existuji p € Z, q € {1,...,t} takovd, Ze |qa — p| < 1.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pro nectvercové d € N je mnozina Z[\/&] husta v R,
tedy Ze mezi kazdymi dvéma rtznymi realnymi éisly lezi néjaky prvek Z[v/d].
Lemma. Necht je a € R iracionalni. Pak existuje nekoneéné mnoho zlomkii %

v zékladnim tvaru takovych, Ze ’a — %‘ < q%.

Lemma. Necht o = v/d a necht je % zlomek popsany v predchozim lemmatu.
Potom |N(p + qV/d)| < 2v/d + 1.
Véta. Pellova rovnice ma netrivialni reseni.

Dikaz. Predchozi dvé lemmata ndm dohromady vytvarii nekoneéné mnoho cisel

\ € Z[Vd], z nichz kazdé m4 celoéiselnou normu splijici |[N(\)| < 2v/d + 1. Mno-

7ina celych ¢isel v absolutni normé mensich nez 2v/d + 1 je ale koneéna, takze musi

existovat celé k takové, Ze existuje nekoneéné mnoho \ € Z[v/d] spliiujicich N(\) = k;

toto k musi byt nenulové, nebot jen 0 m4 normu 0. Stejné tak zbytkovych t¥id mod
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k je v Z[\/d] jen koneéné mnoho (konkrétné k?), takze alespoii jedna z nich obsahuje
nekone¢né mnoho prvkd s normou k. Mame tak nekoneé¢nou podmnozinu Z[\/E],
jejiz prvky maji vSechny stejnou normu a jsou kongruentni modulo tato norma. Pro
libovoln4 dvé takova A1, Az pak tedy Az | A1, neboli w = 4t € Z[Vd]. Z multiplikati-
vity normy ale nutné N(w) = 1. KdyZ vezmeme ¢tyfi riznd A1, A2, Az, Ag, pak jsou
A2 Az 5 Ag

32, 52 a gt po dvou rizna, takze alespon jedno z nich neni +1 a predstavuje tak

netrividlni feseni Pellovy rovnice. (]

S pomoci stézejniho triku svedeme dokonce dokazat, Zze z jediného netrividlniho
feseni Pellovy rovnice uz umime vygenerovat vSechna feseni.

Véta. (grupova struktura) Existuje wo € Z[Vd] takové, 7e w € Z[v/d] spliuje
N(w) = 1 pravé tehdy, pokud w = +wf pro néjaké k € Z. Takové wy nazyvime
fundamentalnim fesenim prislusné Pellovy rovnice.

Cviceni. Rozmyslete si, ze predchozi véta plati i tehdy, pokud namisto N(w) pi-
geme |N(w)].4

Cviceni. Nechtd =1 (mod 4). Rozmyslete si, Ze pfedchozi véta i pfedchozi cviceni
plati i tehdy, pokud namisto Z[v/d] piseme Z [%}

Zakladni dlohy

Umluva. Cislo a nazvéme c¢tvercem v mnoziné S, pokud existuje b € S spliujici
a = b?. Neni-li fedeno jinak, mluvme o &tvercich v Z.

Piiklad 1. Reste v celjch éislech 22 + 3% — 1 = 4xy.

Definice. Trojuhelnikovd cisla definujme jako T, = "("TH)

Priklad 2. Najdéte vSechna n, pro ktera je T,, ¢tverec.

Priklad 3. Najdéte vsechny dvojice m,n € N spliujici T,, — T, = mn.
Piiklad 4. DokaZte, ze pokud 3n + 1 a 4n + 1 jsou ¢tverce, pak 56 | n.

Priklad 5. Definujme posloupnost Fibonacciho ¢isel vztahy Fy = 0, F} = 1 a
Foio = Fo11+ F, pron > 0. Dokazte, ze pro z € N je alespon jedno z cisel 5x2+4
Ctverec, pravé pokud je x Fibonacciho ¢islo.

Jina konstanta
Obcas se ndm miize stat, ze dostaneme rovnici
2 —dy? =c¢

pro jiné c nez 1. Témto rovnicim se obecné ¥ika rovnice Pellova typu a i v jejich feSeni
nam pomizou redlné kvadratické okruhy. Pfipad ¢ = —1 (Casto se mu ¥k zdpornd

4Samoziejmé pak muzeme dostat odlisné wo.
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Pellova rovnice) jsme uz vlastné potkali — vime, Ze feSeni rovnice |[N(w)| = 1 maji
grupovou strukturu, takze pokud zaporna Pellova rovnice mé néjaké nejmensi reSeni
wo, miizeme viechna dalsi vygenerovat jako +w, kde ¢ je liché celé ¢islo.

Priklad 6. Najdéte vSechna n € N, pro ktera existuje ptirozené k < n spliiujici

(") =20+ ()

Cviceni. Rozmyslete si, Ze pokud je wp nejmensi feSeni zdporné Pellovy rovnice,
pak uZ je w? fundamentaln{ feseni obycejné Pellovy rovnice.

Piiklad 7. Dokazte, Ze pokud je T’ZJ{l + 4 c¢tverec, pak uz je to nutné 9.

Piiklad 8. Necht je p liché prvocislo. Ukazte, Ze rovnice 22 — py? = —1 mé feSent,
pravé pokud p =1 (mod 4).

Obecné pro vSechna ¢ muzeme z jednoho feseni dostat nekone¢né mnoho dalsich:
pokud N(A) = ¢, pak i N (w™\) = ¢ pro libovolné n, kde w je fundamentélni feseni
Pellovy rovnice. Pozor si ale musime dat na to, ze to nemusi byt vSechna reseni —
mize existovat vice takovychto ,rodinek“.

Definice. Budiz wy fundamentalni feseni Pellovy rovnice a pojmenujme mnozinu®

U = {£w{ | n € Z}. Orbitou nazvéme kazdou mnozinu L, ktera je tvaru
L=U)N={w)|weU}.

Orbité vzdy pfifkneme (spole¢nou) normu vsech jejich prvkd.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze riznych orbit dané normy k je jen koneéné mnoho
(napf. uréité ménd nez k?).

Ptiklad 9. Najdéte viechna feseni rovnice 22 — 3y% = 13.

Pfiklad 10. Necht je p = 3 (mod 4) prvodislo. Dokazte, Ze pravé jedna z rovnic
2% — py? = +2 ma Fedeni.

Cviéeni. (dvojky jsou fajn) Rozmyslete si, ze vzdy existuje nanejvys jedna orbita
normy 2 (resp. —2). Z toho pokud je w fundamentalni feSeni Pellovy _Tovnice, pak
nejmensi feSeni rovnice N(A) = 2 (resp. N(\) = —2) spliiuje A = wA (resp. A =
—w), neboli A? = 2w (v obou piipadech).

Ctverce v Z[\/d]

Cvigeni. Pokud ¢ je racionélni &islo a zaroveii ¢tverec v Q(v/d), pak je v Q budto
Ctverec, nebo d-nasobek ¢tverce, a to podle toho, zdali je zéklad tohoto ¢tverce ryze
racionalni, nebo ryze iracionalni.

5Pro fajnsmekry grupu.
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Priklad 11. Dokazte, Ze pokud je m = 2+2+v/28n2 + 1 celé ¢islo pro né&jaké n € N,
pak uz je m ¢tvercem celého dcisla.

Piiklad 12. Dokazte, Ze pokud je n? rozdilem t¥etich mocnin dvou po sobé jdou-
cich prirozenych ¢isel, pak uz je 2n — 1 ¢tverec v Z.

Priklad 13. Sefadme v rostouci posloupnost ag, a1, ... vSechna nezaporna éisla
an, pro ktera jsou a,, + 1 i 3a, + 1 ¢tverce. Dokazte, Ze pro libovolné ptirozené n je
1+a,_1a, ctverec.

Prvocisla a valuace

Véta. (binomickd) V libovolném komutativnim okruhu plati
n n n—1 n n—=k n
(z+y)" =a" +nx y+~~+<k)x Yy

Cvigeni. Necht n € N a prvoéislo p déli d. Potom pokud a + bvd = (z + y/d)" a
zaroveti p 1 x, pakS v,(b) = v,(y) + vy(n).

Priklad 14. Najdéte vSechna n takové, ze 3" — 2 je ¢tverec.

Cviceni. Budiz p prvocislo. Dokazte, Ze pouze pro koneéné mnoho n je p™ — 2
Ctverec.

Lemma. Necht je w fundamentélni FeSeni Pellovy rovnice. Potom m4 pro |n| > 1
iracionalni slozka w™ prvociselného délitele, ktery nedéli d.

Piiklad 15. Najdéte vSechny dvojice nezapornych celych &isel (z,n), pro néz je

splnéna, rovnice 3 - 2% + 4 = n2.

Priklad 16. Najdéte vSechna celodiselna feSeni rovnice 5¢ — 3% = 2.
Véta. (Stgrmerova) Budiz P kone¢nd mnozina prvocisel. Pfirozené ¢islo nazvéme

hladkym, pokud jsou vsichni jeho prvociselni délitelé z P. Pak existuje pouze kone¢né
mnoho parta po sobé jdoucich hladkych cisel.

Cvic€eni. Dokazte, Ze existuje jen koneéné mnoho pari hladkych ¢isel lisicich se
o 2.

80, (n) zde znadi p-valuaci ptirozeného n, tedy nejvétsi nezdporné celé éislo splitujici pvr(n) | n.

6



MATEJ DOLEZALEK

Navody

1. Substituce z = x — 2y, potom grupova struktura.

3. Dfisledné uprav na ¢tverce. Obdrzis Pellovu rovnici s d = 8.

4. Vzorefky pro raciondlni a iraciondlni ¢dst daji 7 | n. Z kvadratickych zbytki
mod 8 vymlat 8 | n.

5. Necht ¢ = 1+27\/5 Indukci dokaz vzoreéek F,, = %(gp” —(®)™) a nésledné vyuzij
grupové struktury jednotek v Z[y].

7. Ekvivalentné: zdporné Pellova rovnice 22 —(m? —4)y? = —1 mé feseni pouze pro
m = 3. Rozlis dva pfipady podle parity, vZdy odhadni z malych ptipadi explicitni
konstrukci pro néjaké reseni prislusné kladné Pellovy rovnice a zkoumej, kdy mize
toto feseni byt ¢tvercem v Z[v'm?2 — 4].

8. Vezmi fundamentélni feseni kladné Pellovy rovnice a pouzij jeho minimalitu.
9. Ujisti se, ze mas vSechny orbity. Pomtize stézejni trik.

10. Vezmi fundamentalni feseni Pellovy rovnice a pouzij jeho minimalitu.

11. Vyjadfi z grupové struktury a pouzij predchozi cviceni.

13. Vyjadii z Pellovy rovnice pro d = 3. Zatni zuby a poupravuj ziskany humus

2n

2
—2n . 7 7 ¥ v ’
na (%) , kde w je fundamentalni Feseni.

14. Uprav v Z[/3], porovnej 3-valuace iracionalnich &asti a hod na to stézejni trik.

16. Substituci z =3+ 1,y = 3°2°5°%" obdrzis Pellovu rovnici s d = 15. Najdi
spor pomoci nezadouciho prvocisla v iracionalni ¢asti.
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