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ABSTRAKT. Prispévek obsahuje zaklady teorie p-adickych ¢isel, ukazuje jeden z in-
tuitivnéjsich a méné forméalnich zpusobu zavedeni. Obsahuje také mnohd cviceni na
osvétleni struktury p-adickych celych ¢isel.

Prvocisla vzdy hrala velkou roli v teorii ¢isel, uz jen z toho diévodu, ze kdyz po-
¢itame modulo prvocislo, mizeme vSemi nenulovymi zbytky délit. Na vlastnostech
prvocisel také velmi stoji koncept p-adické valuace, ktera pocita nejvyssi mocninu
prvocisla p, ktera déli dané ¢islo. Tato myslenka sama o sobé umi fesit mnohé dio-
fantické rovnice.

p-adicka Cisla jen posouvaji valuaci dale, definuji pomoci ni normu a tak prevadéji
otazky (jako délitelnost) diive FeSené jen algebraickou teorii ¢isel do analyzy a dife-
rencialniho poc¢tu. Dnes jsou p-adicka ¢isla prakticky zdkladem moderni teorie ¢isel,
pouZzivaji se napiiklad pro zlomeni nékterych Sifrovacich algoritmi postavenych na
eliptickych kiivkach ¢ k aproximaci Riemannovy zeta funkce.

p-adicka valuace a norma

Necht p je prvodislo. Definujeme p-adickou valuaci v,(n) nenulového celého éisla n
jako nejvyssi exponent x takovy, ze p® | n. Definujeme navic v,(0) = co. Ekvivalentné
je-li n = pq, kde p 1 ¢, pak v,(n) = a.

p-adickou valuaci mizeme rozsifit i na raciondlni éisla, je-li ¢ = a/b zlomek (v z&-
kladnim tvaru), pak v,(q) = vp(a) — vp(b).

Cvicéeni. Ukazte, Ze v definici p-adické valuace na raciondlnich ¢islech nezalezi na
tom, jestli je zlomek a/b v zédkladnim tvaru.

Tvrzeni. p-adickd valuace na Q je zobrazeni v,:Q — Z U {oo} a spliiuje pro
vSechna racionalni ¢isla a a b

(i) vp(a) = oo, pravé kdyz a = 0,
(i) vp(ab) = vp(a) + vp(b),
(if) vp(a+b) = min{v (a), 0p()}.

KLiGOVA sLOVA. p-adicka &isla, valuace, cela ¢isla, délitelnost, teorie ¢isel
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Pritom v posledni situaci miize ostrd nerovnost nastat pouze pro vy(a) = v, (b).

Cviéeni. Bud p prvoéislo a n pfirozené. Ukazte, ze plati
v (M) =1+p+p*+--+p" 7

Cviceni. Necht S(n) znadi ciferny soudet ¢isla n v soustavé o zakladu p. DokaZte,
ze
n—S(n
vp(nl!) = A
p—1

7 p-adické valuace je odvozena tzv. p-adickd norma racionalniho ¢isla ¢ jako

1

|(I|p - p“p((l)7

speciélné |0|, = 0.

Tvrzeni. p-adickd norma |- |,: Q — RY je zobrazeni spliujici

(i) |¢qlp > 0 a pfitom |g|, = 0, pravé kdyz ¢ = 0,

(i) [ably = lal, - b,
(i) Ja +bl, < max{laly, b}

Metrika na mnoziné (prostoru) X je binarni zobrazeni p : X2 — R{, které dvéma
bodum pfifadi jejich vzdalenost. Po metrice chceme, aby méla néjaké docela in-
tuitivni vlastnosti, naptiklad aby splnovala trojihelnikovou nerovnost. Nas presna
definice moc zajimat nebude, stacit bude piedstava, Ze metrika ndm dovoluje méfit
vzdéalenosti.

7Z p-adické valuace miazeme definovat p-adickou metriku nasledovné
pp(@,y) = |2 — ylp.

Tvrzeni. V p-adické metrice je kazdy trojuhelnik rovnoramenny a kazdy kruh ma
stied v libovolném vnitfnim bodé.

Nasledujici obrazek ukazuje topologii 2-adickych ¢isel. Nejvétsi kruznice vyjadiuje
kruznici s polomérem 1, dvé mensi pak maji kazda polomér 1/2; ty jeSté mensi maji
polomér 1/4 a nejmensi kruznice mé polomér 1/8. Viechna celd ¢isla lezi v tomto
nejvétsim kruhu, spolu s nékterymi racionalnimi ¢isly. Ostatni racionélni ¢isla, jako
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napiiklad 1/2, 1/6, 1/100, leZi vné tohoto nejvétsiho kruhu.

Cviéeni. Bud z racionélni ¢islo. Ukazte, ze x je celé, pravé kdyz pro vsechna
prvocisla p plati |z|, < 1.

Jesté se na chvili zamyslime, co znamend, Ze dvé ¢isla jsou od sebe vzdalena 1/p™
v p-adické metrice. Nechf a a b jsou dvé takova &isla, pak

L

pe —  vpla—0b)=n.

la —bl, =

Tedy existuje ¢ nesoudélné s p, ze a — b = p™q. Stejnou uvahou muzeme odvodit, ze
1

|a—b|p§ﬁ — a=b (modp").

Zapis racionalnich cisel v p-adické soustavé a p-adicka cisla

Zopakujeme si nejdiive, co znamend zapis celého ¢isla k v soustavé o zakladu p. Je
to zapis ve tvaru
(k)p = (an - a1ao)p,

kde ag, a1, ..., a, jsou cifry, tj. celd ¢isla od 0 do p — 1, ktery vyjadfuje rovnost
k= anp™ + -+ a1p + ao.

Podobné chapeme i zapis s desetinnou® &arkou

1 1 1
(an a0, a-1a-2  Am)p = app" + -+ ao+a-1=+a-2—5+ - +a_;m—.
p p p
1Pojmenovani ,desetinna ¢arka“ je dost zavadéjici, kdyz je to vlastné p-tinna ¢arka.
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Normalné je zvykem racionélni ¢isla zapisovat s nekoneénym zapisem doprava, za
desetinnou ¢arku. V p-adickych ¢islech je tomu vSak naopak, tedy zajimaji nas ¢isla
s nekoneénym zépisem doleva. Diivod k tomu je ten, Ze 1/p* maji ¢im dél vétsi p-
adickou absolutni hodnotu, tedy naptiklad soucet 1+1/p+1/p?+... nedava smysl,
protoze kdyz s¢itame postupné, tak kazdym dalsim c¢islem udélame vétsi a vétsi skok.
Je to podobn4 situace jako kdybychom chtéli seéist 14+p+p?+... v realnych &islech.
Na druhou stranu tento druhy soucet ma velmi dobry smysl v p-adickych éislech.

Mnozinu vsech p-adickych cisel definujeme nasledovné: p-adicka ¢isla jsou mno-
Zinou vsech fad tvaru

aemp” " F aempp” "+ ag Fap+

kde a; =0, 1, ..., p— 1. Tedy vSech ¢isel, kterd maji v p-kové soustavé nekoneény
(nebo i koneény) zapis
... Q20100, Q-1 .. Q—ypy -

Vsimni si, ze p-adicka ¢isla nemaji, na rozdil od redlnych ¢isel, znaménko. To proto,
ze ho prosté nepotiebujeme, ,zapornd ¢isla“ umime vyjadrit i bez néj.
Cviceni. Spoététe 14+24+224+...a1—-24+22-234+...vQy.

Cviceni. Mame-li dané p-adické ¢islo a s rozvojem
e Q1a0,0-71 - . . Q—pp,

jak vypada p-adicky rozvoj ¢isla —a?
Cviceni. Vyjadiete rozvoj 1/5 v 2-adickych &islech.
Cviceni. Spoctéte rozvoj 1/3! v Qs.

MizZeme velmi snadno definovat p-adickou valuaci na p-adickych ¢islech. Dulezité
je, ze p z indexu valuace se shoduje s prvocislem p v p-adické soustavé. Definujeme

Up(...a1a0,a-1 ...a ) = —m,

pro a_,, nenulové, tedy v,(a) udava, na které pozici je posledni nenulova cifra ¢isla
a. V8imni si, Ze toto rozsifuje p-adickou valuaci definovanou na celych ¢islech. Z toho
uz snadno rozsifime i p-adickou normu — zadefinujeme ji stejné, jako v racionalnich
&islech, tj. |al, = p~r(@.
Mtizeme také psat
a=0b (mod pF)

pro a, b € Q, a k € N, coz znamena, ze |a — b, < 1/p*. Jinymi slovy ze zapisy a a
b se shoduji zprava az do cifry na misté p*.
Celgm p-adickym cislem rozumime kazdé takové Cislo z, Ze z nemé zadné cifry za
desetinnou ¢arkou. Jingmi slovy jsou to pravé takova p-adicka éisla z, ze |z[, < 1.
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Napfiiklad kazdé celé ¢islo je p-adické celé a racionalni éisla a/b takové, Ze p 1 b jsou
p-adicka cela. Kromé téchto ¢isel i vSechna s nekone¢nym neperiodickym zapisem.

Cviceni. UkaZte, Ze je-li p prvodcislo a ¢ libovolné celé ¢islo takové, Ze p t ¢, pak
1/q € Z,, a ukazte, jak lze nalézt p-adicky rozvoj takovych ¢isel.

Cviceni. Ukaite, ze pro libovolné ¢islo a € Qp, |a|, = 1, existuje b € Z,, Ze plati
ba = 1, neboli pro takova a plati 1/a € Z,. Jaka je pak p-adickd norma ¢isla 1/a?

Cvideni. Spoététe v/—3 a v/2 v Q7 s piesnosti na 4 cifry. Existuje v Q7 odmoc-
nina z 37

Cviceni. Naleznéte rozvoj v/7 v Qy s pfesnosti na 5 cifer.
Cviceni. Jak pozname, ze v Q, existuje odmocnina z n, kde p { n?

Véta. (Henzelovo lemma) Necht F(x) = ¢o + c1x + -+ - + ¢, 2™ je polynom, jehoZ
koeficienty jsou p-adicka celd ¢isla, a bud F'(x) = ¢y 4 2cox + 3csx? 4 -+ nepr™ L.
Je-li ag € Z, takové, ze F(ap) = 0 (mod p) a F'(ap) # 0 (mod p), pak existuje
jednoznacné p-adické cislo a takové, ze

Drsna teorie Cisel

Nearchimédovskou normou na Q myslime zobrazeni ||-||: Q — R takové, které splituje
(i) |lal]l > 0 a ||a|| = 0, pravé kdyz a = 0,
(ii) [abl| = [la[[ - [[b]l,
(iif) [la + ]| < max{||al], [[b]|}-
Prikladem takovych norem jsou vSechny p-adické normy. To, ze zadné jiné priklady
fakticky neexistuji, nam iika Ostrovského véta.

Véta. (Ostrovski) Pro kazdou nearchimédovskou normu ||-||:Q — R existuje
prvocislo p a realné cislo «, ze plati

llqll = laly

pro kazdé racionalni Q.

V teorii kolem valuaci a norem je docela dilezité nasledujici tvrzeni, které nam
jinymi slovy také fika, Ze jsme na zadnou normu nezapomnéli a ze se kruh do sebe
uzavira. Toto tvrzeni si muzes zkusit dokazat, je to docela jednoduché.

Véta. (Soucinova formule) Pro kazdé racionélni ¢islo g plati

|Q| : Hp |(J|;D = 1;

kde Hp znaci soucin pres vSechna prvocisla p.
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