Ordinaly, kardinaly - takova zvlastni
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Kardinalni Cisla

Kardinalni i ordinélni ¢isla jsou jistym zobecnénim pojmu éisel pfirozenych. Abychom
mohli pfirozena c¢isla zobecnit, musime si napifed uvédomit, co takové ¢islo udava.
Prvni odpovédi, ktera ¢lovéka napadne, je pocet néjakych objektt. Cislo 5 udava, ze
nékde je pét hrusticek. Zobecnénim tohoto pojmu ziskame takzvana kardinélni ¢isla.

Nejprve si musime Fici, jak pozname, zZe dvé mnoziny maji stejny pocet prvki. K
tomu potifebujeme pojem prosté funkce a bijekce. Funkci f : A — B budeme chapat
intuitivné jako né&jaké pfirazeni, které kazdému prvku a € A prifazuje prvek f(a) € B.
Funkce f je prostd, pokud neslepuje zidné body, tj. pro a1 # az je i f(a1) # f(a2).
Funkce f je bijekce, pokud je prostd a navic kazdy prvek mnoziny B je obrazem
néjakého prvku mnoziny A (f je tzv. surjektivni, neboli na).

Nyni uz mizeme Fici, Ze mnozina A mé nejvyse tolik prvki, jako B (piseme
A < B), pokud existuje néjaké prosté zobrazeni f : A — B. Déale fekneme, ze A a B
maji stejny pocet prvki (A ~ B), pokud existuje dokonce bijekce f: A — B. Jesté
fekneme, ze A m4 méné prkti nez B (A < B), pokud A < B a A # B.

Tim jsme si fekli, kdy maji dvé mnoziny stejny pocet prvki, ale jesté nevime, co
ten pocet vlastné je. Bude to jedna vybrand mnozina s danym poctem prvki, napi.
pétiprvkové mnoziny budou mit pocet prvka 5, pricemz 5 bude vhodna pétiprvkova
mnozina (konkrétné {0,1,2,3,4}). A pocty prvkid, to jsou pravé kardindini c&isla,
kratce kardinaly.

Jaké kardinaly mame? Velikosti koneénych mnozin udavaji pfirozena éisla, tedy
kazdé prirozené &islo je kardindl (ono to neni sice plné jasné, mohli jsme si totiz
vybrat jinou pétiprvkovou mnozinu nez ¢islo pét, ale do pfesné definice se zde nebudu
poustét). Nejmensi nekoneény kardindl oznacuje velikost mnoziny pfirozenych disel,
znadi se Rg = |N|. Sice to pro nas neni dulezité, ale poznamenejme, ze g je piimo
mnozina pfirozenych ¢isel (s nulou). Nejblizsi vyssi kardinal se zna¢i Ry, No, ... D4
se dokazat, Ze realnych cisel je nespocetné, tj. vice nez Rg. Tzv. hypotéza kontinua
tika, ze je jich presné Xj. Tuto hypotézu vsak kupodivu nelze dokdzat ani vyvratit,
realnych ¢isel muze klidné byt Ni7. Pocet redlnych ¢isel proto znacime symbolem %
(jako kontinuum, vlastné continuum).

Nyni, kdyz uz vime, co to kardinaly jsou, je potfeba se s nimi naucit zachazet:
porovnavat je, sCitat, nasobit, ... Lehce vidime, ze pro kazdé dvé mnoziny je A < B
nebo B < A. Dulezitd véta Cantor—Bernsteinova fika, ze pokud plati oboji, tak uz
A =~ B. Dostévame, ze pro kazdé dva kardinély «, A je bud kK < A\, K = A nebo k > A,
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¢ili kardindly jsou usporddany linearné.

Operace s kardinély definujeme zcela pfirozenym zpusobem. Souctem kardinali
K+ A nazveme velikost sjednoceni dvou disjunktnich mnozin o velikosti x a A. Soucin
K - A je velikost kartézského soucinu a kone¢né mocnina & je pocet funkci z mnoziny
velikosti A do mnoziny velikosti k. Kdyz to zapiSeme forméalné, dostaneme:

E+ A=k x {0} UXx {1}
K-A=|k XAl
A
5 ={f: A= K}

To by nam ovSem k ni¢emu nebylo, kdybychom uvedené operace neuméli spoci-
tat. U operace mocniny tomu tak skutecné je, o mocnéni kardinalti toho mnoho fici
nemuzeme. Soucet a soucin jsou ale snadné. Pro kazdé dva nekonecné kardindly totiz
plati prekvapujici tvrzeni

K+ A=k X=max{k,\}.
O tom, jak by se takové tvrzeni dalo dokézat, jakoz i o tom, jak ho lze vyhodné
pouzit, si fekneme na prednésce.

Ordinalni cisla

Druhou informaci, kterou ndm pfirozena ¢isla poskytuji, je usporadani nékolika ob-
jektu: cislo 5 nam 1ika, Ze nékde je pét predméti v fadé za sebou. Mozna vam to
prijde jako hloupost, ale uvédomte si, zZe to je ta vlastnost, kterd ndm umoznuje po-
uzivat matematickou indukci: mizeme probirat prirozena ¢isla jedno po druhém. U
prirozenych ¢isel neni vidét rozdil oproti minulému pfistupu, ale zobecnime-li toto na
nekonecné mnoziny, rozdily se dostavi. Napfed ale potfebujeme nékolik pojmi.

Asi znate pojem uspoiadani: fekneme, ze < je ostré linedrni usporadani mnoziny
X, pokud

eVr,yzeX z<y&ky<z=r<z
eVxeX zLx
eVz,yc X z<yVez=yVz>y

Déle fekneme, Ze toto usporadani je dobré, pokud kazdd A C X mé nejmensi
prvek, tj. existuje takové a € A, Ze pro vSechna b € A je a < b nebo a = b. Rozmys-
lete si, ze bézné usporadani mnoziny pfirozenych cisel je dobré, mnoziny celych ¢isel
nikoliv.

Dvé uspofddané mnoziny nazveme izomorfni (,stejné“), pokud mezi nimi exis-
tuje bijekce f takovd, ze © < y pravé tehdy, kdyz f(z) < f(y). Napfiklad mnoZina
pfirozenych ¢isel a mnozina celych ¢isel vétsich nez —37 jsou izomorfni. A koneéné or-
dindl je to, co maji izomorfni dobfe usporddané mnoziny spoleéného, ¢ili napt. jedna
z téchto mnozin. Tento ordindl nazveme typ tohoto usporadani. Konkrétné ordinal 5
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bude opét mnozina {0, 1,2, 3,4} s pfirozenym usporadanim.

Podivejme se na cisla, ktera jsme takto dostali. Kazdé prirozené cislo je ordi-
nalem, prvnim nekone¢nym ordindlem je mnozina pfirozenych cisel, ktera se v této
situaci znaéi w, pripadné wg. Dalsi ordinal je vsak mnohem mensi, nez dalsi kardinal!
Ma4 stejné prvki jako w, objevite ho?

Pro ordinaly se d4 dokézat, ze (podobné jako pro kardinaly) pro kazdé dva
ordindly «, (8 plati @« < 8, @ = (8 nebo o > (. Pfitom o < ( znamena, Ze « je
isomorfni néjakému pocatecnimu tseku (. Dale miuzeme definovat séitani, nasobeni
a umoctiovani: schvalné zkuste sami prijit na to, jak to udélat (upozornéni: operace s
kardinély a s ordinaly nevyjdou stejné!).

Transfinitni indukce

Chceme dokézat néjaky vyrok V(a) pro kazdy ordindl . To mtizeme délat rizné, ale
pokud pouzijeme transfinitni indukci, tak sta¢i udélat nasledujici:

e dokézat V(0) (to je obvykle trivialni)

e dokézat V(a), pokud vime, ze pro kazdé 3 < « plati V(3).

O tom, pro¢ je tento postup opravnény a hlavné o tom, jak ho lze pouzit na
dokazani zajimavych tvrzeni, si povime na prednasce. Pokud se budete chtit o kardi-
nalech, ordinalech a ptribuznych tématech dozvédét vice, mizete se podivat do knihy
B. Balcar, P. Stépdnek: Teorie mnozin, nékteré knihovny ji mozna maji. Ale varuji:
rozhodné to neni lehké ¢teni!
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