Omega 1
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ABSTRAKT. Do nekonec¢na napocita kazdy Chuck Norris, ale do nespocetna, to uz je
jina. .. Zkonstruujeme nejmensi nespocetnou mnozinu, ukazeme si jeji analogie s mno-
zinou prirozenych cisel a dalsi zajimavé vlastnosti.

Definice. Linearni usporadani na mnoziné M je Laicky: néco, co nam pro libo-
volné ruzné dva prvky z M fekne, ktery z nich je vétsi a ktery mensi, a pritom
neni mozné vyrobit rostouci cyklus. Formalné: néjakid podmnozina U kartézského
soucinu M x M takova, ze pro kazdé a, b, c € M plati:

(i) Plati pravé jeden z vyroktia < b, b < a, a = b.

(ii) Pokud a <bab< ¢, pak a < c.
Zapisem a < b (a, b € M) rozumime (a, b) € U.

Umluva. Mluvime-li o uspofddané mnoziné M, méme na mysli mnozinu M a na
ni néjaké dané usporadani.

Definice. Rikame, Ze dvé usporddané mnoziny A, B jsou isomorfni, pokud Laicky:
maji stejnou strukturu. Formalné: existuje mezi nimi isomorfismus, tj. bijektivni
zobrazeni ¢ : A — B, které pro libovolna a, b € A spliiuje a < b < ¢(a) < ¢(b).
Definice. Dobré uspordddni na mnoziné M je takové linedrni usporadani na M,
ve kterém ma kazda neprazdna podmnozina M nejmensi prvek.

Definice. Pocatkem linedrné usporadané mnoziny M danym prvkem a € M ro-

zumime mnozinu vsech prvkia M ostfe mensSich nez a, na které uvazujeme stejné
usporadani jako na M.

Tvrzeni. Dobre usporadana mnozina neni isomorfni s zadnym svym pocatkem.

Véta. Pro libovolné dvé dobre usporadané mnoziny A, B plati pravé jedna z moz-
nosti:

(i) A a B jsou isomorfni.
(ii) A je isomorfni s néjakym pocdtkem B. (tedy A je mensi)
(iii) B je isomorfni s néjakym pocatkem A. (tedy A je vétsi)

KLiCOVA SLOVA. teorie mnozin, dobré uspofadani, ordinalni ¢islo
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Definice. Rikame, Zze mnozina M je spocetnd, jestlize existuje prosté zobrazeni
z M do p¥irozenych ¢isel (tedy i koneéné mnoziny jsou spocetné). V opaéném piipadé
fikame, Ze je mnozina M nespocetna.

Tvrzeni. Sjednoceni spocetné mnoha spocetnych mnozin je spocetné.

Definice. Ptichazi slibovand mnozina:

Laicky: MnozZinou w; (¢teno omega 1) rozumime mnozinu vSech mozngch neiso-
morfnich dobrych uspofadéani na spocetnych mnozinach. Prvky této mnoziny uspo-
rfadame pomoci predchozi véty.

Formalnéji: Uvazujme mnozinu X vSech moznych dobrych uspoifddani na vsech
moznych podmnozinach prirozenych ¢isel. To proto, abychom k libovolné spocetné
dobfe usporadané mnoziné mohli najit néjaky prvek X, ktery s ni je isomorfni.
Jenze takovych prvkii bude zpravidla vice, proto vyrobime jesté mnozinu' wy, ktera
bude obsahovat celé mnoziny isomorfnich prvki z mnoziny X (délime X na t¥idy
ekvivalence). Déle pro dva prvky a, b € wy fekneme, Ze a < b, jestlize néjaky prvek
z a je isomorfni s po¢atkem néjakého prvku z b.

Tvrzeni. Kazdy prvek wy je isomorfni s pocatkem, ktery sam urcuje.
Tvrzeni. MnozZina wy je dobfe usporadana.
Tvrzeni. MnoZina wy je nespocetna.

Tvrzeni. Kazdy prvek wy déli tuto mnozinu na spocetné mnoho mensich prvka a
nespocetné mnoho vétsich.

Tvrzeni. MnoZina wy je nejmensi nespocetna, neboli kazda jeji podmnoZina je
budto spocetnéd, nebo isomorfni s w1.

Hypotéza. (kontinua) Existuje prosté zobrazeni z redlnych ¢isel do wy.

Definice. Podmnozina S mnoziny w; je omezena, pokud existuje prvek m € ws
(nazyvame ho mez), Ze zadny prvek mnoziny S neni vétsi nez m.

Tvrzeni. Kdyzz je podmnoZina wi spocetna, je omezena.

Definice. Podmnozinu S mnoZiny w; nazyvime uzneom?, pokud neni omezen4 a
nejmensi mez kazdé neprazdné omezené podmnoziny mnoziny S lezi v S.

Tvrzeni. Zadné dva uzneomy nejsou disjunktni.
Tvrzeni. Prinik spodetné mnoha uzneomii je opét uzneom.

Tvrzeni. Bud ¢ isomorfismus zobrazujici w; na dany uzneom. Pak mnozina pev-
nych bodi ¢ je zase uzneom.

Tvrzeni. Necht pro vSechna x € w; je S(x) uzneom, ktery obsahuje vSechny prvky
mensi nez x. Pak prunik vSech téchto uzneomii je (kdo by to ¢ekal) uzneom.

1Ve skute¢nosti to neni prava wi, ale je s ni isomorfni.

2uzaviena neomezend
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