Od grupoidii ke grupam

MARTINA VAVACKOVA

ABSTRAKT. Prispévek predstavuje grupoidy, neboli mnoziny s jednou bindrni ope-
raci. Seznamuje s ruznymi typy grupoidd a uvadi mnozstvi prikladi, kde se s témito
strukturami muzeme setkat.

Grupoid je mnozina, na niz je zavedena jedna binarni operace, tedy zobrazeni,
které kazdé dvojici prvki prifazuje néjaky tieti prvek. Podle vlastnosti této operace
Ize grupoidy dale délit — zakladni déleni si na prednasce predstavime a osahame.

Ackoliv se ndm (obzvl4st nékteré) grupoidy mohou na prvni pohled zdét podivné,
uvidime, ze jsou vlastné docela pfirozené a narazime na né i v bézném zivoté.

Formalni definice a vlastnosti

Definice. (Grupoid) Mnozina G spolu s bindrni operaci - : G x G — G se nazyva
grupoid a znadi se (G, ).

Cviceni. Urdcete, zda je a) (N,+), b) (N, —) grupoid.

Cviceni. Kolik existuje grupoidi na mnoziné {1,2}?

Ma-li mnozina G kone¢né mnoho prvki, lze na ni zadat bindrni operaci pomoci
tabulky vysledka — tzv. Cayleyho tabulky.

Piiklad. Uvazujme mnozinu {0,1,2} s operaci séitdni modulo 3. P¥islusnd Cay-
leyho tabulka je:

Definice. (Nékteré zakladni vlastnosti grupoidi)

(i) Grupoid (G, ) je asociativni, jestlize pro vSechna a,b,c € G platia- (b-c) =
(a-b)-c
(ii) Grupoid (G,-) mé latinskou vlastnost, jestlize pro vSechna a,b € G existuje
pravé jedno x takové, Ze a - x = b, a pravé jedno y takové, ze y - a = b.
Ekvivalentné, Cayleho tabulka operace - tvori latinsky ¢tverec.
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(iii) Grupoid (G,-) mé jednotku, jestlize existuje e € G takové, Ze pro vSechna
aceGoplatia-e=¢e-a=a.

(iv) Grupoid (G, -) je komutativni, jestlize pro vSechna a,b,c € G plati a-b = b-a.

(v) Prvek a € G je idempotentni, jestlize a-a = a. Grupoid (G, -) je idempotentni,
jestlize pro vSechna a € G plati a - a = a.

Cviceni. Ukazte, Ze kazdy grupoid mé nejvyse jednu jednotku.

Hierarchie grupoid

Asociativni grupoid se nazyva pologrupa. Pokud ma navic jednotku, jedna se o mo-
noid. Grupoid s latinskou vlastnosti je kvazigrupa, a pokud ma jednotku, nazyva se
lupa. Asociativni grupoid s latinskou vlastnosti a jednotkou je grupa.!
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Motivacni priklady

Piiklad. (Maximum) Mnozina R spolu s operaci maxima, ktera kazdé dvojici éisel
a,b € R prifadi to vétsi z nich, je komutativni idempotentni pologrupa.

Priklad. (Slova) Mnozina vSech koneénych posloupnosti znakt anglické abecedy
spolu s operaci ,zfetézeni“ je monoid. Jednotkou je prazdna posloupnost.

Piiklad. (Relativistické s¢itani rychlosti) Mnozina vSech realnych ¢isel z intervalu
(—¢, ¢) spolu s operaci & definovanou jako

u-+v

u@v:1+

g
w‘@

C

je komutativni lupa s jednotkou 0.

Piiklad. (Aritmeticky primér) Mnozina R spolu s operaci o definovanou jako
aob= %‘b tvori komutativni idempotentni kvazigrupu.

1Obvykle se grupa definuje jako asociativni grupoid s jednotkou a inverznimi prvky, nicméné
tato definice je ekvivalentni a pro nase Gcely vyhodnéjsi.
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Cviceni a priklady
Cviceni 1. Ukaite, Ze kdykoliv G je kvazigrupa a pro a,b,c € G platia-b=a-c
nebob-a=c-a, pak b=c.

Cviéeni 2. Necht G je asociativni grupoid s latinskou vlastnosti. Ukazte, ze G je
grupa.

Cviceni 3. Necht G je grupa. Ukazte, Ze pak ke kazdému z € G existuje prvek
z~ ! takovy, ze x - 7! L. 2 = e (inverzni prvek).

=x
Cviceni 4. Ukazte, ze kazda idempotentni grupa je uz nutné jednoprvkova.
V nasledujicich piikladech urcete, o jaké struktury se jedna.

Piiklad 1. Mnozina a) Z, b) Z\{0} s nasobenim.

Pfiklad 2. Mnozina {e, z,y} spolu s operaci - danou nésledujici tabulkou:

Piiklad 3. Permutace na mnoziné {1,2,3,4} se skladanim.

Priklad 4. Komplexni ¢isla a jejich zobecnéni — kvaterniony, oktoniony:

(1) Mnozina {#1,4i}, kde i je komplexni jednotka spliujici i> = —1, spolu
s nasobenim komplexnich ¢isel.

(2) Mnozina {#1, +i, 45, £k}, kde 4, j, k jsou komplexni jednotky splitujici i? =
j% = k? = —1, které se mezi sebou nasobi dle nasledujiciho schématu:

iSJ
k

Kdykoliv a # b a vede Sipka od a k b, jea-b=c a b-a = —c, kde ¢ je tieti

jednotka.
(3) Mnozina {£1, +i, +j, +k, £l, +m, +n, +o}, kde i, j, k, I, m, n, o jsou kom-
plexni jednotky splitujici i = - - - = 0? = —1, které se mezi sebou nésobi dle

nasledujiciho schématu:
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n k m

Kdykoliv a # b a vede Sipka od a k b, jea-b=c a b-a = —c, kde ¢ je treti
jednotka na tisecce spojujici a a b.

Piiklad 5. Mnozina funkci a: X — X s operaci skladani o, definovanou jako
aofB(x) =a(B(x), z € X.

Priklad 6. Steinerdv systém trojic je mnoZzina X spolu se souborem neuspoiada-
nych trojic T jejich prvkd takovym, Ze pro kazdé x,y € X (x # y) existuje pravé
jedno z € X spliwjici {z,y,2} € T. Na X definujme operaci - nésledovné:

z, pokud z #ya{x,y,z} €T,
Ty =
x, pokud z =y.

b
d

Priklad 8. Soubor podmnozin dané mnoziny s operaci sjednoceni.

Priklad 7. Mnozina { (CCL ); a,b,c,d e Z} s maticovym nasobenim.
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