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Vzoreéek pro vypocet obsahu trojuhelniku jisté kazdy z vas zna. Otazkou je, zda
jej umite také dokazat. Nepochybuji, Ze jste uz nékolik ,dikazu® slyseli. Jsou to ale
skutecné diikazy? Vzdyt napiiklad vychézi z toho, Ze posunutim se obsah trojihelniku

nezmeéni. Je néco takového zfejméjsi, nez dokazovany vzorecek? A plati to vibec?

Mohu vés uklidnit, posouvanim se obsah trojuhelniku skute¢né nezmeéni. Ale je
to tak samoziejmé? Ponofim-li poutovy balének 10 metrtt pod vodu, zmensi se jeho
objem dvakrat. Jiny pfiklad: sbaleny stan zabird mnohem méné mista, nez rozbaleny,
prestoze je slozen z presné stejnych dili. Proti obéma témto pfikladim mutizete samo-
ziejmé ledacos namitat, ale oba maji sviij smysl. Nevéfici necht provedou experiment
s deseti stany v jednom obyvacim pokoji u nich doma.

Zavér by mél byt asi nasledujici: Chceme-li néco dokazat o obsahu, méli bychom
nejprve védét, co slovem obsah minime (jaky je obsah slova ,obsah“). Intuitivni pfed-
stava je, ze obsah je néjaké Cislo, které nam udava velikost daného objektu. Ptipo-
menme ale, ze vyraz ,velikost* lze chapat rtizné. U lidi mame vétsinou na mysli vysku,
u vody objem, u trestu odnéti svobody délku a tieba u danového podvodu mnozstvi
penéz. Také v matematice velikost mize pokazdé znamenat néco jiného, jednou délku,
podruhé objem, potieti pocet prvki mnoziny.

Chceme-li mluvit o velikosti, musime tento pojem pfesnéji definovat. Nejdulezi-
t&jsi je uvédomit si, co chceme méfit. Méjme tedy libovolnou mnozinu X a mnozinu
nékterych jejich podmnozin /. Mé&fit budeme mnoziny z /. Mirou pak rozumime
funkei p : & — (0, 00). Tato funkce kazdé mnoziné z .« piitadi jeji velikost. VSiméte
si, ze nékterym mnozindm prifadime i ,Cislo“ nekonecno, nenechte se tim zastrasit,
pro pocitani s nekonecnem plati pfirozend pravidla. Jisté je vam ale jasné, Ze u neni
libovolna funkce. Rozhodné by méla platit tato dvé pravidla:

(1) (@) = 0: mira prazdné mnoziny je nula.

(2) aditivita: Pro libolnou n-tici disjunktnich mnozin Ay, Ag, ..., An z &7 plati

(A1 U AU U An) = (A1) + p(A2) + -+ + p(An).

Tedy mira sjednoceni disjunktnich mnozin se rovna souctu jejich meér.

Pfi zkouméani vlastnosti miry by se ndm mohla hodit vlastnost (2) i pro neko-
ne¢né systémy mnozin. To se d4 (mozna trochu nesrozumitelné) napsat tak, Ze pro
kazdy systém po dvou disjunktnich mnozin {An},ecn z & plati

(2%) o-aditivita: p(U,eny An) = D pen #(An).
Vzhledem k tomu, ze m4 platit (1), je podminka (2) specidlnim piipadem pod-
minky (2%).
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Nyni si ukazme, jak vypadaji miry v n-rozmérném euklidovském prostoru R".
Pro jistotu pripominam, Ze jednorozmeérny euklidovsky prostor je pfimka, dvouroz-
mérny rovina, tfirozmérny je, nam dobie znamy, prostor, ve kterém pohybujeme, ale
lze jit i dale (pozor neplette si étyfrozmérny euklidovsky prostor s pojmem prostoro-
¢as, jednd se o Gplné jiné véci). Krychli v jednorozmérném prostoru rozumime tsecku,
ve dvourozmérném prostoru ¢tverec, atd. ... Jednotkovou krychli rozumime mnozinu
bodd, jejiz vSechny soufadnice lezi mezi 0 a 1. Napiiklad v jednorozmérném prostoru
je to usecka (0, 1).

Polozme na miru un v R” dva dodateéné predpoklady

(3) mormovanost: Je-li Ky, jednotkové krychle v R™, pak plati pn(Kp) = 1.
(4) invariance vici shodnostem: Jsou-li A, B dvé shodné (shodnosti rozumim
zobrazeni zachovévajici délky) mnoziny z <7, pak pun(A) = pn(B).

Nyni se chvili zabyvejme otdzkou, zda vlastnosti (1), (2), (2*%), (3), (4) dobfe
charakterizuji to, co obvykle povazujeme za objem. Nejprve se musime ptéat, jestli
viibec néjakd funkce pp splitujici tyto vlastnosti existuje. Odpovéd samoziejmé zni,
Ze ano. Stad¢i vzit & = {0, K, R™}. Takova mira by nas asi prili§ neuspokojila, nebot
pomoci ni neumime zmé¥it prilis mnoho mnozin. Pokusme se tedy polozit ./ mnozinu
vSech podmnozin euklidovského prostoru.

Dojdeme k velikému zklaméni. Mira s vlastnostmi (1), (2%), (3), (4) neexistuje
vibec. Mira s vlastnostmi (1), (2), (3), (4) existuje jen na piimce (méfeni délky) a
v roviné (méfeni obsahtl), tato mira v8ak neni uvedenymi podminkami jednozna¢né
urcena. U nékterych mnozin tedy neexistuje rozumny zpusob, jak urcit jejich miru
(nejen, ze to neumime, ale z jistych hlubsich divodu to vibec nelze!).

Reseni se skryva v tom, najit dostateéné, ale ne prilis, velkou mnozinu 7.

Definice. Rekneme, 7e </ je o-algebra na mnoziné X, pokud
(i) Ded, X e
(it) Je-li A € o/, pak také X \ A € o/ (doplnék mnoziny A v X nélezi do ).
(iii) Jsou-li {An}nen mnoziny z <7, pak |, cy An € &
Dvojici (X, o) nazveme méritelny prostor.

Ukazuje se, ze o-algebry jsou velmi vhodné ,zivotni prostfedi pro miry. To nas
vede k této definici:

Definice. Bud (X, /) méFitelny prostor. Mnozinovou funkci p : &/ — (0,00) na-
zveme mirou, pokud spliiuje pfedpoklady (1), (2*). Trojici (X, </, 1) nazyvame pro-
stor s mirou.

V piipadé X = R"™ bereme za &/ nejmensi o-algebru obsahujici vSechny koule
(nebo kruhy resp. tsecky v dimenzi 2 resp. 1). Tj. takovou o-algebru, pro kterou plati,
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ze s odebranim jediného prvku vynucuji odebrani néjaké koule. D4 se ukézat, ze do ta-
kové o-algebry jiz patii vSechna télesa a obrazce, o kterych jste se ucili ve skole. Patii
sem ale také nékteré ,divocejsi“ mnoziny, jako tfeba mnozina bodi, které maji ale-
spon jednu soufadnici racionalni. Tuto o-algebru nazyvame o-algebrou borelovskych
mno#in a znaéime ji B".

Miru v méfitelném prostoru (R", ") spliiujici podminky (3) a (4) nazyvame
n-rozmérnou Lebesgueovou mirou. Obvykle ji zna¢ime A" nebo kratce A\. Poznamena-
vam, Ze stejnou miru dostaneme, pokud se v podmince (4) misto libovolnych shodnosti
omezime jen na posunuti.

Podivejme se, neni-li jesté néjaka smysluplnd moznost, jak rozsirit systém mno-
zin, které umime mérit.

Definice. Bud (X, &, u) prostor s mirou. Oznaéme 2 systém mnozin E C X, pro
které existuji mnoziny A, B € o spliujici A C E C B, u(A) = u(B). Ozna¢me déle
wo mnozinovou funkci <y — (0,00) takovou, ze po(E) = u(A) = u(B) pro E €
a A, B z definice <. Mnozinu </ nazyvame zuplnénim o-algebry </ a funkci pg
nazyvame zuplnénim miry p.

Za doméci cviceni si dokazte, ze (X, o, po) je korektné definovany prostor s mi-
rou.

V ptipadé zupliiovani prostoru (R™, %", \"") obvykle piseme A" namisto Aj.
Mluvime-li o Lebesguové mife, mame témeér vzdy na mysli jeji Gplnou verzi. Pro
zajimovost uvadim, Ze op&t neni p¥ili§ tézké ukazat " C Z; .

Tim jsme v nasi prednasce dosli az k pojmu Lebesgueovy miry. Tato mira sou-
hlasi s nasim pfirozenym pojmem objem, jeji nevyhodou ale je, Zze ,neumi“ zmérit
vSechny mmnoziny. To, co jsme si ukazali, je jen zlomek celé teorie, kterou je okolo
méfeni mnozin v euklidovskych prostorech potieba udélat — a to jsme jesté vsechna
tvrzeni uvadeéli bez duikazi (konecéné, byla ndm vymezena jen mald ¢ast prostorocasu).
Napiiklad jsme se viibec nezminili o souvislosti mér v prostoru (R", %) s mirou \",
nezavedli jsme integral a neuvedli jeho souvislost s méfenim mnozin.

Az tedy zas nékdy budete pouzivat vzorecek na vypocet obsahu trojihelniku,
vzpomente si, kolik prace za nim stoji.



