Obsah trojahelniku a jinych mnozin
| Pavel Podbrdsky

Uvod

Jednou ze zékladnich otazek geometrie je umét uréovat obsah (délku, objem) dané
mnoziny. Jisté€ kazdy z vas umi spocitat obsah daného trojuhelniku. Pro ,jednodu-
ché“ mnoziny neni slozité zavést konsistentni vzorecky. Jak ale definovat obsah kruhu
budeme na prednasce zabyvat. Uvidime, Ze problém neni tak jednoduchy, jak by se
mohlo na prvni pohled zdat.

Mira

Mira je matematicky objekt — zobrazeni, které dané mnoziné pfifazuje nezaporné
redlné ¢islo (nebo nekonecno). Motivaci pro tento pojem muize byt napf. objem ¢i
hmotnost daného télesa, pocet atomt sodiku, které dané téleso obsahuje apod. Diile-
zité vlastnosti, které po dané mife pozadujeme jsou zejména nezapornost (zadnd mno-
Zina nemd zdporny objem, hmotnost ¢ podet atomit sodiku), aditivita (vezmeme-li
nékolik disjunktnich mnozin, jejich sjednoceni ma miru danou souc¢tem mér jednotli-
vych mnozin) a monotonie (vétsi — ve smyslu inkluze — mnoZina nemtze mit mensi
miru). Také musime mit dan systém mnozin, které umime méftit.

Definice. (c-algebra) Necht P je mnozina. Systém A C P(P) podmnozin mnoziny
P nazveme o-algebrou, pokud spliiuje nasledujici vlastnosti:

(1)pe A PeA
(2)Ac A= P\Ac A

oo

(B) Ap e Ak=1,2,---= |J A € A.
k=1

Dvojici (P, A) nazveme méritelny prostor.

Definice. (Méfitelny prostor)  Necht (P, A) je méfitelny prostor. Funkci pp : A —
[0, 00] nazveme mirou, pokud spliiuje nésledujici vlastnosti:

(1) u(®) =o.
(2) A,BE€ A, AC B= pu(A) < u(B).

o0 o0
(3) A, e A,k =1,2,..., A po dvou disjunktni, pak u( |J Ax) = > pu(Ag).
k=1 k=1
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Trojici (P, A, u) nazveme prostor s mirou.

Poznamka. Vlastnosti (1) a (2) v predchozi definici snadno plynou z vlastnosti (3)
a nezapornosti miry, uvadime je v definici jen pro vétsi prehlednost.

Lebesgueova mira v R"

Nyni se budeme zabyvat jen méfenim objemu (délek, obsahti) podmnozin Euk-
leidovského prostoru. Od miry, kterd by méla vyjadiovat pojem objemu, pfirozené
ocekavame dalsi vlastnosti. Zejména je to invariance objemu vici shodnym zobraze-
nim (posunuti, otoéeni, zrcadleni apod.). Dale bychom chtéli, aby objem kvadru byl
roven soucinu délek jeho hran.

Definice. (Interval) Kazdou mnozinu I C R" tvaru [ = I} X I3 X -+ x In, kde
Iy, Iz,...,In C R jsou (jednorozmérné) intervaly, nazveme interval. Interval I na-
zveme otevreny, pokud jsou vSechny intervaly I, Io, ..., Iy oteviené, a uzavreny, po-
kud jsou vSechny intervaly I, Ia, ..., In uzaviené. Délkou jednorozmérného intervalu
s koncovymi body a a b rozumime ¢islo b—a a objemem intervalu I = 11 X [o X -+ - X I,
rozumime soucin délek intervali Iy, Ia, ..., In.

Zajimava otazka je, jestli takovd mira na R" viibec existuje. Ve zalezi na volbé
o-algebry mnozin, jejichz objem budeme chtit znat. Pokud zvolime A = {(), R"}, pak
najdeme mnoho mér s pozadovanymi vlastnostmi. Pokud bychom zvolili A = P(R"),
budeme zklamani, jak je obsazeno v nasledujici véteé:

Véta. (Vitali)  Neexistuje mira na prostoru (R",P(R")), ktera piifazuje kazdému
intervalu jeho objem a ktera je invariantni vic¢i shodnym zobrazenim.

Pokud bychom podminku (3) v definici miry omezili pouze na kone¢né systémy
mnozin, dostali bychom definici tzv. konecné aditivni miry. Kone¢né aditivni obje-
mové miry, které funguji na o-algebte vSech podmnozin, existuji pouze v R! a R?, ale
nejsou pro nékteré mnoziny urceny jednoznacné. V piipadé n > 3 jiz mame smilu
diky nasledujici prekvapivé vété:

Véta. (Banachiiv-Tarského paradox) Bud B(x,r) oteviend koule o stiedu x a po-
loméru r. Existuje kone¢né mnoho po dvou disjunktnich mnozin Ai, Ao,..., Ay,

Bi1, Ba, ..., B takovych, ze mnoziny A; a By, l =1,2,... k jsou shodné a plati

k k
UA4=B01) a |JB =5B(32).
=1 =1
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Vychodiskem z této situace je smifit se se skutecnosti, ze nebudeme umét mérit
objem kazdé podmnoZiny R a omezit se na néjakou mensi, ale stile jesté dostateéné
velkou o-algebru podmnozin.

Definice. (Borelovské mnoziny) Nejmensi o-algebru podmnozin R", kterd obsa-
huje kazdy interval, budeme znacit B(R™) a nazyvat o-algebrou borelovskjch mnozin.
Mnozinu B € B(R™) nazveme borelovskou.

Cviceni. Zkuste dokazat, ze kazda oteviend (uzaviend) koule v R™ je borelovska
mnozina.

Véta. Existuje pravé jedna mira \" na méfitelném prostoru (R™, B(R"™)), ktera pri-
fazuje kazdému intervalu jeho objem. Tuto miru nazyvame Lebesgueovou mirou na
R"™. Tato mira je invariantni vii¢i shodnym zobrazenim.

Lebesgueovu miru lze jesté rozsifit na ponékud vétsi systém mnozin néasleduji-
cim postupem: Mnozinu M, pro kterou existuji borelovské mnoziny A, B takové, Ze
A C M C B a\'(B\ A) = 0 nazveme méritelnou. Existuji méfitelné mnoziny,
které nejsou borelovské. Lze celkem snadno dokédzat, ze mnozinovy systém M (R"™)
vSech méfitelnych mnozin je o-algebra a Ze mira A" lze rozsifit na M(R") pfedpisem
AM(M) = A\"(A) = \"(B).

Nyni jiz snadno dokazeme vzorecek pro obsah trojihelniku, objem ¢tyrsténu apod.
U slozitéjsich mnozin, jako napt. koule, elipsoid je to komplikovanéjsi. K tomu, aby
bylo mozné jednoduchym zpisobem odvodit jejich objem, je potieba vybudovat so-
fistikovanégj$i aparat, napf. néjakou teorii integralu. To vSak presahuje rdmec této
prednasky.

Mira , kiivych” mnoZzin

Zvédavého Ctenare jisté neuspokoji, ze vi, jak mérit objem nékterych podmnozin
R"™. Na$im cilem nyni bude umét méfit nap¥. (dvourozmérny) povrch koule apod.
Pro danou mnozinu M C R" se naskytaji dvé zédkladni otdzky. Prvni z nich je uréeni
dimenze mnoziny M. Druh4 z nich je pfi urcené dimenzi ur¢it ,velikost“ (k-rozmérny
objem) mnoziny M. Je nékolik pfistupti k feseni této otdzky. Zakladni a v aplikacich
nejuzitecnéjsi je definice tzv. Hausdorffovy dimenze a Hausdorffovy miry. Vyhodou
Hausdorffovy miry je, Ze umi méfit i mnoziny neceloc¢iselnych dimenzi.

Definice. Necht M C R". Necht § > 0. Rekneme, ze systém A, C R",k =1,2,...

o0
d-pokryvd M, pokud M C |J Ay a pokud diam Ay < 6, k = 1,2,... Necht dile
k=1
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d > 0 je realné cislo. Definujeme mnozinovou funkci

oo
Hg(M) = inf{ay Z diam (Ak)d, Ay, §-pokryvaji M},
k=1
kde a4 je pevna vhodna konstanta a
d . d
HY(M) = lim Hgs(M).
(M) = lim Hs(M)

Mnozinovou funkci H? nazveme Hausdorffovou d-rozmérnou vnéjsi mirou na R™.

Poznamka. Funkce H? nenf mira na vsech podmnozinach R™. Je potieba se omezit
na mensi systém podmnozin, podobné jako v pfipadé Lebesgueovy miry.

Véta. Necht d < n je piirozené ¢islo a necht M C RY C R" je méFitelnd mnozina
v R Pak HY(M) = X4(M).

Poznamka. Predchozi véta plati jen pfi vhodné volbé konstanty ay v definici Haus-
dorffovy miry. V ptipadé, Ze d je prirozené cislo je potieba volit oy jako objem
d-rozmérné koule o prumeéru 1.

Véta. Necht M C R". Pak existuje jednoznacné urcené realné ¢islo d, 0 < d < n
takové, ze pro d' > d je H® (M) =0 aprod <d je HY = oo. Cislo d se nazyva
Hausdorffova dimenze mnoziny M.

Na prednésce si jeSté ukazeme, ze kazda spocetnd mnozina mé Hausdorffovu di-

menzi 0 a dale si ukdzeme néjakou mnozinu necelociselné dimenze. Pokud jesté zbyde
Cas, ukazeme si néktery z alternativnich zptsobi definice miry ,k¥ivych“ mnozin.
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