O hranici neporiadku

PETER ,,mTR“ KORCSOK

MoTTo. Akokolvek sa budes snazit, absolitny neporiadok neurobis ;)

ABSTRAKT. Dirichletov princip je silny dokazovy nastroj, ktory ma siroké vyuzitie
v najroznejsich oblastiach matematiky. V prispevku je metéda predvedend na dvoch
rieSenych tlohach a citatelovi je dalej pontiknuta moznost vyskasat si jej pouzitie na
sade 20 prikladov, ktoré st usporiadané podla zlozitosti. Druht ¢ast prispevku tvori
aplikacia principu vo svete grafov — ivod do Ramseyovej tedrie.

Dirichletov princip

Keby sme sa opytali ndhodného okoloidaceho, pravdepodobne by nam povedal, Ze
svetu (a hlavne tomu matematickému) vlddne chaos a neporiadok. Cielom tohto
prispevku je ukazat, Ze aj ked sa to na prvy pohlad nezd4, skuto¢nost je tiplne iné.
Aj v zdanlivo neusporiadanych systémoch totiz platia ur¢ité pravidla, o ktorych si
tu nieCo povieme.

Prinasom boji budeme mat pomerne silni zbrai, ktord je aj napriek svojmu vzne-
Senému nazvu Dirichletov princip naozaj jednoduché tvrdenie. Toto oznacenie nie
je jediné, Casto sa nan odkazuje ako na priehradkovy princip alebo princip holubnika
(angl. pigeonhole pricinple).

Veta. (Dirichletov princip) Ak mdme rozdelit n 4+ 1 guli¢iek do n kosikov, urcite
vieme néjst kosik, v ktorom su aspori 2 gulicky.

V mnohych pripadoch sa ndm viac bude hodif jeho obecnejsia formuldcia:
Veta. (Dirichletov princip, obecne) Majme prirodzené ¢islany,na, ..., n;, mnozZinu

X s aspori 1+Z§=1(ni —1) prvkami a jej rozklad na mnoziny X1, Xs, ..., X;. Potom
urcite existuje i také, ze X; ma asporn n; prvkov.

Pre lepSiu predstavu si ho hned vyskisame pouzit:
KrU0¢ovE sLoVA. Dirichletov princip, princip holubniku, pigeonhole principle, Erdés-Szekeres,

Ramseyove vety, Ramseyovo ¢islo, graf, ofarbenie hran, podgraf
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Uloha 1. V sufliku mdme pomieSangch 10 ¢ernych, 12 modrych a 8 sivich po-
noziek. Kolko ich musime vybrat, aby sme s istotou mali aspon jeden par rovnakej
farby?

Riesenie. Kazda vytiahnutd ponozka ma jednu z troch farieb, teda n = 3. Na konci
chceme mat aspon dva kusy spadajice do rovnakej skupiny, preto ndm podla prvej
verzie principu sta¢i vybrat n + 1 = 4 ponozky.

Uloha 2. Ukazste, Ze z Iubovolnej postupnosti n + 1 roznych prirodzenych &isel
ag, a1, . ..,a, vieme vybrat skupinu za sebou iducich prvkov tak, aby ich stadéet bol
nasobkom n.

Riesenie. Na zaciatok sa pozrime na to, aké zvysky davaju sacty prvych clenov
nasej postupnosti (teda ag + -+ + ay postupne pre k = 0,...,n) po deleni ¢islom
n. Pretoze r6znych zvyskov je maximalne n, ale mame n + 1 stctov, urcite existuju
1 < j také, ze pre nejaké celé cisla x, y a z platia rovnosti:

ap+---+a; =nxr+ =z

ag+---+a; =ny+=z
Potom ale a; 1+ - -+a; = (ao+- - -+a;)—(ao+ - -+a;) = (ny+2)—(nz+z) = n(y—z),
¢o sme cheeli dokazat. O

Dirichletov princip sa moZe s prehladom vyuZit aj pri dékaze nasledujiceho tvr-
denia.

Tvrdenie. (Erdds-Szekeres) Z kazdej postupnosti n?+1 réznych &isel vieme vybrat
rasticu alebo klesajicu podpostupnost dlzky n + 1.

Lahké priklady
Priklad 3. Ukazte, ze medzi 25 ucastnikmi ststredenia existuja traja taki, ze
oslavuju narodeniny v rovnakom mesiaci.

Priklad 4. Dokazte, ze v kazdej skupine 101 aspon dvojcifernych ¢isel vieme najst
dvojicu takl, ze maju posledné dve cifry rovnaké.

Priklad 5. V $tvorci 6 X 6 cm je ndhodne rozmiestnenych 37 bodov. Dokézte, ze
vzdy existuje stvorec 2 x 2 cm, v ktorom sa nachddza aspon pét z nich.
(PraSe 94/95)

Priklad 6. V stvorci 10 x 10 cm je ndhodne rozmiestnenych 101 bodov. Dokézte,
Ze vzdy vieme vybraf trojuholnik s obsahom 1 cm?, ktor§ obsahuje aspoii dva z nich.
Stredne tazké priklady

Priklad 7. Po stole 1 x 1 m lezie 51 much. Ukazte, Ze s pomocou kruhového hrnca
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s polomerom + m (a trochou sikovnosti :)) mozeme chytit aspon 3 muchy jednou

ranou.

Priklad 8. N4jdite ¢o najdlhsiu aritmetick(i postupnost s diferenciou 60, ktore;
v8etky prvky s prvodisla. (PraSe 98/99, 1. séria)

Priklad 9. Na Sachovnici 8 x 8 policok méme rozostavenych 33 vezi. Vieme medzi
nimi najst 5 takych, Ze sa navzajom neohrozuju? (PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 10. Hraci plan hry ,,Clovede, nehnevaj sa“ obsahuje 36 poli¢ok usporiada-

nych do kruhu. Kolko najmenej figirok musi byt v hre, aby sme vzdy mohli niektora

z nich vyradif pomocou inej nezavisle na ich rozlozeni a vysledku hodu kockou?
(PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 11. Dokazte, ze pre vietky nestdelitelné ¢isla a a b je desatinny rozvoj
konec¢ny, alebo ma periédu maximélne b — 1.

Priklad 12. Majme dvadsatprvkovii mnozinu A po dvoch nestudelitelnych priro-
dzenych ¢isel a mnozinu B definovant ako B = {a¥;x,y € A}. Dokazte, ze existuji
dva prvky mnoziny B, ktorych rozdiel je delitelny éislom 379.

Priklad 13. Dokéazte, ze z lubovolnej pétice vrcholov pravidelného devituholniku
vieme jeden odstranit tak, aby zvysné Styri tvorili vrcholy lichobeznika.

Tazké priklady

Priklad 14. New York je okrem iného zndmy aj pravidelnostou svojich ulic —
ma 151 severojuznych a 151 vychodozapadnych ulic, ktoré sa vzdy po 100 metroch
krizia. V meste je rozmiestnenych spolu 11401 telefénnych automatov. Vieme tam
najst dva automaty, ktoré st vzdialené maximéalne 200 metrov chodze po chodniku?

(PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 15. Dokazte, Ze medzi lubovolnymi ésmimi zloZenymi prirodzenymi &is-

ako 1. (PraSe 94/95)

Priklad 16. Dokéazte, ze pre kazdé n € N vieme z lubovolnej (n + 1)-prvkovej
podmnoziny {1,2....,2n} vybrat dve rézne ¢isla, z ktorych jedno deli druhé.
(PraSe 00/01, 3. séria)

Priklad 17. Dokéazte, Ze pre lubovolné prirodzené ¢islo n existuje jeho prirodzeny
nasobok zlozeny iba z cifier 0 a 1.

Priklad 18. Na priamke p lezi postupne 6 tisekov uy, us, . . ., ug s dlzkami po rade

di,ds,...,ds, ktoré st po dvoch disjunktné. V jednej polrovine urcenej priamkou

p zostrojime body S, 59,...,Sg tak, ze vrchol S; tvori spolu s useckou u; rovno-

stranny trojuholnik (i = 1,2,...,6). Nakoniec vytvorme kruhy so stredmi v bodoch
13
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S51,S52,...,56 a polomermi dy, ds, .. .,ds. Dokazte, Ze neexistuje bod, ktory by lezal
vo v8etkych Siestich kruhoch. (PraSe 08/09, 5. séria)

Pre borcov

Priklad 19. Dokézte, Ze z Iubovolného Sestndstciferného ¢isla vieme vybratf ne-
prazdnu skupinu za sebou iducich cifier, ktorej ciferny sicin je druhou mocninou
celého ¢isla. (PraSe 08/09, 5. séria)

Priklad 20. Majme v rovine n bodov z1,...,z, v obecnej polohe!, pri¢om nie-
ktoré z tjchto bodov st spojené tseckami. Stupriom bodu x; budeme nazyvat pocet
spojnic, ktoré z neho vedi. Dokazte, ze ak pre ziadne body rovnakého stupna neexis-
tuje ich spolo¢ny ,,sused“ a navyse aspon jedna dvojica bodov je spojena tseckou,
potom nutne existuje bod, ktorého stupei je 1. (PraSe 94/95)

Priklad 21. Ukazte, Ze existuje prirodzené ¢islo N také, ze kazdé prirodzené ¢islo
a > N vieme ,osekat“ z okrajov na prirodzeny nasobok ¢isla 2011.
(Kanadska MO 2011)

Priklad 22. Majme v priestore n bodov (n > 3), pri¢om ich spojnice s rozne

dlhé a r z tychto useciek je zafarbenych. Dokézte, ze potom z tychto zafarbenych

spojnic vieme vytvorif tah? dlzky aspon [Qn—r], v ktorom dlzka tise¢iek narasta.?
(PraSe 97/98, 2. séria)

Ramseyove vety

Doteraz sme sa zaoberali ohrani¢ovanim neporiadku v najréznejsich situaciach. Za-
merajme sa preto v druhej ¢asti prispevku uz iba na jednu pomerne rozsiahlu cast
matematiky — grafy. S ich pomocou vieme naznacit réznorodé vztahy (priatelstva,
cesty medzi mestami, vymenné kurzy v bankach, ... ) do jednoduchého modelu, pre
ktory uz mame viaceré nastroje, ako s nim pracovat.

Aby sme vSak mohli pokradovat, potrebujeme si nadefinovat niekolko pojmov:

Definicia. Grafom G nazveme dvojicu (V, E), kde E C (‘2/).4 Prvky mnozin V

a F budeme potom nazjvat vrcholmi pripadne hranami grafu G.

Definicia. Uplngm grafom K, = (V, E) budeme nazjvat graf, v ktorom |V | = n
v E- ().

IMnozina bodov je v obecnej polohe, pokial ziadne tri z nich nelezia na priamke.

2Tah je postupnost na seba nadviizujucich hran, ktoré sa neopakuj.

3Symbol [z] oznacuje horni celi cast ¢isla x, teda najblizsie celé &islo y, ze = < y.

4Symbolom ()k() znacime mnozinu vSetkych k-prvkovych podmnozin mnoziny X.
14



PETER ,#TR“ KORCSOK

Definicia. Podgrafom grafu G = (V, E) budeme oznacovat graf G' = (V', E’), pre
ktory plati, ze V' CV a E' C (‘g) NnE.

Definicia. Ofarbenim hran grafu G = (V, E) k farbami rozumieme fubovolné zo-
brazenie f: E — {1,2,...,k}.

Na zaciatok si uvedme motivacény priklad, s ktorym ste sa uz pravdepodobne
stretli.

Tvrdenie. (Veierok so Siestimi) Na kazdom vedierku s aspoil Siestimi hostami
vieme najst trojicu ludi, kde sa vSetci traja navzdjom poznaju, alebo trojicu vza-
Jjomne neznamych hosti.

Tvrdenie, ktoré sme prave vyslovili je Specidlnym pripadom rozsiahlejsej tedrie
pomenovanej po britskom matematikovi F. P. Ramseyovi. Nasledujtica veta mé via-
cero variant, my si uvedieme len jej obecné znenie pre konecné grafy.

Veta. (Ramseyova) Pre kazdé t € N a skupinu ¢&isel ny,na,...,n; existuje také
éislo N, Ze lubovolné ofarbenie grafu Ky pomocou t farieb obsahuje ako podgraf
K., kde vSetky hrany st i-tej farby (pre nejaké 1 <1i <t).

Poznamka. Pozornejsim c¢itatelom urcite neuniklo, Ze tvrdenie o veéierku je na-
ozaj len $pecidlnym pripadom pre t = 2 an; = ny = 3. Tymto parametrom odpoveda
napr. N = 6.

Definicia. Najmens$iu hodnotu N vyhovujicu Ramseyovej vete s parametrami
t,n1,na,...,n; Casto ozna¢ujeme R(n1,na,...,n;) a nazyvame Ramseyovgm cislom.
Poznamka. Z definicie Ramseyovych ¢isel je jasné, Ze pre kazdd dvojicu disel
a,b plati R(a,b) = R(b,a) (v ndjdenom grafe len zmenime farby hran na opacné),
podobné vlastnost plati aj pre pripad ¢ > 3.

Odhad Ramseyovych Cisel

Ramseyove ¢isla maju sice pekné vlastnosti, ale bez toho, aby sme poznali ich (pri-
bliznt1) hodnotu, je ich vyuzitie dost obmedzené. Tym sa postupne dostdvame k me-
nej prijemnej zalezitosti — v skutocnosti je zndma len mala éast tychto hodnot, napr.:

o R(3,3) =6,

e R(3,4) =09,

e R(3,5) =14,

e R(3,6) =18,

o R(4,4) =18,

o R(4,5) = 25,

e 3 nicktoré dalsie

Pri viacerych je dalej znadmy aspor interval, v ktorom sa nachadzaji, napr.:
e 35 < R(4,6) < 41,
e 43 < R(5,5) < 49,
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e 58 < R(5,6) < 87,

e 102 < R(6,6) < 165,

[ ]
Z ,viacfarebnych“ Ramseyovych ¢isel spomeniem napriklad, ze R(3,3,3) = 17, dokaz
tejto rovnosti uz ale nie je tplne trivialny.

Veta. (Horny odhad) Pre lubovolnt dvojicu ¢isel k,1 € N plati: R(k,1) < (¥'?).

Veta. (Dolny odhad) Pokial ¢isla n a k spliiajii nerovnost (Z) 1=(3) < 1, potom
plati R(k, k) > n.

Désledok. Pre kazdé k > 3 plati R(k, k) > 2/2.

Kam dalej?

To, ¢o sme si tu uviedli, je jedna z najzakladnejsich variant Ramseyovej vety. V sku-
toc¢nosti je mozné ju rozsirit a zobecnit viacerymi sposobmi, za zmienku stoja hlavne
nasledujiice dve moznosti:

(1) Doteraz sme ofarbovali hrany, teda dvojprvkové mnoZiny vrcholov, rovnako
ur¢ittt podmnozinu vrcholov spliiajicu podmienku, Ze vsetky n-tice v nej
obsiahnuté st rovnakej farby.

(2) Druhou moznostou je zabudnit na koneéné grafy a prejst rovno k tym neko-
neénym. Tu uz ale musime byt opatrnej$imi, pretoze bez podmienky konec-
nosti grafov vieme napéchat ovela viac Sarapaty :)

Ani jednému z moznych rozsireni sa uz venovat nebudeme.
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