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V 60. letech minulého stoleti jisty pan Robinson vymyslel, Ze cely matematicky svét
je mozné rozsifit o spoustu dalsich, takzvanych nestandardnich prvka. S témito
nestandardnimi prvky pak do matematiky prijdou i nejriznéjsi nesmirné divné
principy, které najednou zacnou platit. My si na prednasce nékteré z nich uvedeme
a seznamime se s tim, jak se da téchto podivnosti vyuzit k feseni praktickych
ptikladi.®

Jak je vlastné toto rozsifeni mozné? Vzdyt prece NIC nemtiZe byt vétsi, nez
CELY matematicky svét? To je sice pravda, ale ono se to da obejit takovouto
fintow:” cely matematicky svét (nékdy se mu iiké taky univerzum) je tak velky,
Ze je mozné jej zkopirovat do sebe sama (existuje jeho ¢ést, kterd je tplné stejnd,
jako celek). Tuto ¢ast budeme od ted povazovat za naSe standardni univerzum.
Najednou mame ale kolem tohoto standardniho matematického svéta jesté spousta
mista, kam ho mizeme rozsifovat! Vhodnou ¢ast tedy zvolime za nas rozsifeny svét
(ten se nazyva interndlni univerzum). A hle: hnedle mame rozsifeni standardniho
svéta (ktery je uplné stejny, jako pivodni svét) do interndlniho univerza. No a
celému pivodnimu svétu se obcas taky fika externalni univerzum.

Tento postup se da provést za predpokladu, ze plati nasledujici axiom, ktery za
pravdivy sice vét§ina matematiki nepovazuje, je ale dokazané, ze jeho pridanim
k ostatnim matematickym axiomim nic nezkazime. Jakmile jej pfijmeme, miZeme
uz z néj dokazat vsechna dalsi tvrzeni, kterd v nasem nestandardnim svété plati.

Axiom. (Superuniverzality®) Existuje libovolné silend mnozina.’

Co Ze to znamena ta libovolné Silend mnozina? No prece presné to, Ze muze byt
libovolné silend (: Tteba existuje mnozina x, jejimz jedinym prvkem je ona sama
(tedy « = {z}). Anebo existuji dvé mnoziny x,y takové, ze x € y a y € x. Anebo
cokoli dalsiho, na co si jen vzpomenes ...

6K tomu, aby tato teorie mohla byt vykladana precizné, je potieba znat velké mnozstvi
vysokoskolské matematiky. Smif se proto s tim, ze skoro Zadné tvrzeni neplati presné tak, jak
je zde ve sbornicku napsané nebo jak si je uvedeme na prednasce. Na této prednasce se tedy
budeme bavit o tvrzenich, ktera neplati v teorii, jez je sama o sobé v zasadé Silend a nesmyslna
(:

"Nic si z toho nedélej, pokud zbytku tohoto odstavce neporozumis. Pro pochopeni zbytku
prednasky to neni vibec potieba.

8Vétsina tvrzeni, se kterymi se potkdme, bude mit podobné vtipné nazvy (:

9Pozorna &tenaika si mozna vsimla, Ze tato formulace neni zcela matematicky korektni. Pro
zajemce ale muzu uvést i exaktni formulaci tohoto axiomu, z které mozna bude patrna vyhoda
neformélniho pfistupu: Budte ¢ C a mnoziny takové, Ze t je tranzitivni. Bud r extenzionalni
relace na a takové, ze (a,r) je koncové rozsifeni (¢, €). Pak existuje tranzitivni mnozina t' a
izomorfismus f : (', €) ~ (a,r) takovy, ze f |t = id.
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Princip saturovanosti

Princip. At jsou M, Ms,... mnoziny'® takové, Ze kdyz si vyberu koneéné
z nich, maji neprazdny prinik (takovému systému mnozin se iika centrovany).
Pak vsechny mnoziny maji neprazdny priinik.

Tento princip je zcela zasadni a mé nedozirné dusledky. Predstavme si t¥eba
mnozinu N vSech pfirozenych ¢isel a ozna¢me A; = N—{i},i =1,2,3,... (mnozinu,
kterou dostaneme, kdyz z N vyhodime ¢islo 7). Prinik koneéné mnoha z téchto
mnozin je jisté neprazdny (obsahuje nekoneéné mnoho nevyhozenych piirozenych
¢isel), a tedy podle principu saturovanosti musi mit vSechny mnoZiny neprazdny
prunik. Musi tedy existovat pfirozené ¢islo n, které neni rovné zadnému z ¢isel 1,
2,3, ...!8S takovym ¢islem se ¢lovék na ulici jen tak nepotka.

Setkavame se tedy se zvlastni situaci — mnozina N standardnich pfirozenych
¢isel se nam s prechodem do nového svéta nafoukla a pfibyla do ni nova nestan-
dardni pfirozend ¢isla. Tuto mnozinu vSech (i nestandardnich) pfirozenych ¢isel
budeme znacit N. Jak uz to tak v matematice byva, za konetné se povazuji ty
mnoziny, jejichz pocet prvku je rovny néjakému pfirozenému ¢islu. S novymi pfi-
rozenymi ¢isly se ndm tedy najednou objevily i nové kone¢né mnoziny (které jsou
vétsi, neZ libovolna standardni koneénd mnozina).

Stejné tak, jako jsme dokézali, Ze mnozina prirozenych cisel je vétsi, nez jsme
si mysleli, bychom mohli podobné tvrzeni dokazat tfeba o racionalnich nebo real-
nych ¢islech. V tomto pfipadé bychom zjistili, ze musi existovat nekonecné malé
realna ¢isla, coz ma také spoustu zajimavych disledki (najednou totiz tieba ptjde
v jistém smyslu mluvit o ,sousednich® realnych ¢islech, coz mnohé tivahy znac¢né
zjednodusi, ale ve standardni matematice bohuzel nejde).

Princip prenosu

Princip. Négjaké tvrzeni (o standardnich mnozindch) plati ve standardnim ma-
tematickém svété praveé tehdy, kdyz plati v nasem rozsitreni.

Tim, Ze jsme presli do naseho vétsiho svéta, jsme tedy opravdu nic neztratili —
plati tu presné totéz, co v bézném nudném svété vétSiny matematik.

10Tady si pfece jen neodpustim jednu upfesiiujici pozndmku pro znalé. Toto tvrzeni plati jen
pokud mnozin neni prili§ mnoho — je-li jich méné nez néjaky libovolné velky, ale pfedem zvoleny
kardindl k.
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Princip finitarizace

Princip. Kazd4 mnoZina'' je podmnozinou néjaké konecné mnoziny.

Tak ted uz se ale ten Vita musel iplné zblaznit, ne? Jak by mohla byt n&jakéi
nekoneénd mnozina ¢asti néjaké konecné?! Svéte div se, ono to opravdu jde ...
Aby si ¢lovék mohl aspon trochu predstavit, jak je to mozné, je dobré si uvédomit,
ze v rozSiteném svété je koneénych mnozin mnohem vic, nez kolik jich bylo v tom
puvodnim standardnim. TakzZe neni divu, Ze je vic i téch mnozin, které jsou casti
néjaké konecné mnoziny.

Tento tvrzeni je jednim z nejzajimavéjsich dusledkt nestandardniho rozsifeni.
Umoznuje totiz snadno a bezbolestné rozsifit platnost nékterych tvrzeni, ktera
plati pro koneéné mnoziny, i na mnoziny, které jsou nekonecné. Jednim takovym
prikladem, ktery vyfesime na prednésce, je tento:

Piiklad. Bud G (nekoneény) graf takovy, ze kazda koneéna mnozina vrcholi jde
obarvit k£ barvami tak, ze zddné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu.
Dokaz, ze potom jde takto obarvit cely graf.

1 Toto plati opét jen pro mnoziny (externilng) mensi nez nas znamy kardinél «.



