Nerovnosti

PETR RySavy

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s dvojici nejjednodussich postupt pfi dukazech
nerovnosti, a to Gpravou na C¢tverec a AG nerovnosti. Kromé toho se na prikladech
zastavime u nékolika nejobvyklejsich triki, které se mohou hodit.

Diikazy nerovnosti jsou jednim z oblibenych témat nejen v PraSatku, ale tieba i
v Matematické olympiadé. Pokud se pokousime néjakou nerovnost dokazat, musime
si nejprve ujasnit, jakym smérem chceme postupovat a jestli nAhodou nedokazujeme
néco, co z nerovnosti vyplyva. Rozdil mezi tim, jak na feseni nerovnosti prichazime
a jak FeSeni nakonec sepiSeme, je zde ohromny (narozdil tfeba od geometrie).

Priklad. Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla a,b € R plati nerovnost
a® + b% > 2ab.

Nez se ale pustime do prikladi, ujasnime si dva pojmy, které se u nerovnosti ¢asto
pouzivaji. Jde o cyklicnost a symetrii. Plati, ze symterické nebo cyklické nerovnosti
se dokazuji mnohem lépe, protoze cyklicnost ndm umoznuje pro proménné a,b,c
predpokladat, Ze a = max(a,b, c). Symetrie umoziiuje pfedpokladat dokonce a >
b > c. Vétsina ze znamych nerovnosti je symetrickd nebo pfrinejmensim cyklicka.

Definice. (Symetrie) Vyraz V nazveme symetericky, pokud se nezméni pfi libo-
bolné zaméné proménnych.
Definice. (Cykli¢nost) Vyraz V(a,b,c) nazveme cyklicky, pokud se nezméni pii

provedeni libovolné cyklické zamény, tj.

V(a,b,c) =V (b,c,a) =V(c,a,b).

Uprava na ctverec

Prvni oblibena metoda je tprava na ¢tverec. P¥ini se snazime nerovnost ekvivalentné
upravovat, az ji pfevedeme do tvaru, ktery fika, ze soucet nékolika ¢tverci je alespon
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nula. To urcité plati, a protoze jsme nerovnost upravovali ekvivalentné, lze postup
obratit, a tim méame dokdzanou i zadanou nerovnost.

Tvrzeni. Necht x je libovolné reslné ¢islo. Pak plati
22 > 0.
Piiklad 1. Dokazte, Ze pro libobolna realna ¢isla a, b, ¢ plati
a® +b%+c2 > ab+ be + ca.
Priklad 2. Dokazte, Ze pro realné ¢isla a, b spliwujici a + b > 0 plati
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(MKS 24-3-3)

AG nerovnost

Druhou metodou, kterou si predvedeme, je pouzivani AG nerovnosti. Je to silna ne-
rovnost s jejiz pomoci lze dokazovat hlavné nerovnosti, které maji na obou stranach
¢leny ve stejnych mocninach.

Tvrzeni. (AG nerovnost) Pro libovolnd nezdporna realn ¢isla xy1,xa, ... ,x, (n €
N) plati

T+ T2+ F Ty ZNYTL T Ty
Rovnost nastava tehdy a jen tehdy, kdyz x1 = x9 = --- = xy,.

Piiklad 3. Dokazte, Ze pro libovolna kladné ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

o))

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (Skolni kolo kat. B MO 55t.)

Priklad 4. Dokazte, Zze pro kazdou trojici x, y, z nezdpornych ¢isel plati nerovnost

w(x = yz) +yly — Vzz) + 2(z = ay) = 0.
(Krajské kolo kat. A MO 17r.)

Piiklad 5. Dokazte, Ze pro libovolna kladné ¢isla a, b, ¢ plati
a b c

b+c+c+a+a+b
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(Nesbittova nerovnost)

Priklad 6. Necht a,b,c jsou kladné ¢isla. Dokazte nerovnost

a® b ?
—+—+—=2>a+b+ec
bc  ca ab

Piiklad 7. Dokazte, Ze pro kazdou trojici z, vy, z kladnych ¢isel plati nerovnost

2 2 2
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r+y yYy+z z+x

\/W< ><\/E+\/y+x/3.

(Skolni kolo kat. B MO 47r.)
Piiklad 8. Pro libovolna kladnéa a, b, ¢ dokazte

9+\/§+§ﬁ>§
b c a 2

Priklad 9. Dokazte, Ze pro kazda t¥i nezdpornd realna ¢isla x, y, z plati

8(1’3 + 3 + 23)2 > 9(1’2 + yz)(y2 + :1cz)(z2 + zy).

TEZsi priklady
Priklad 10. Necht a,b jsou kladna redlné c¢isla. Dokazte, Ze

1 1 4 32(a® + b?)
=+ 5+ > .
a2 b2 a?+b? (a+b)4

Piiklad 11. Dokazte, Ze pro libovolna realnd ¢isla a, b, ¢ plati

a? b? c?
3a? + (b+¢)? * 302 + (c+ a)? * 3c2 + (a+ b)?

1
> —.
-3
Priklad 12. Necht a,b, ¢ jsou kladné realné ¢isla. Dokazte, Ze plati
b

c

> a+b+ b+c
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(Béloruska MO 1998)
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