Nerovnosti

| Martin Tancer

Pékné ranko. V tomto piispévku najdes nékteré znamé nerovnosti. Nerovnosti
jsou oblibenym tématem tloh matematickych soutézi, napriklad matematické olym-
piady. Existuje velké mnozstvi pfistup, jak nerovnosti fesit. Na pfednasce si fekneme
jak néjaké zakladni obraty, tak néjaké trikovéjsi. Obsah prednések uzptsobim podle
zédjmu. Pfedbézné bych se vénoval pouziti AG-nerovnosti a vazené AG-nerovnosti,
riznym substitucim, pouzivani (méné zndmé) Schurovy nerovnosti, nékterym trikiim

(napfiklad umocnéni nerovnosti) a pravdépodobnostni interpretaci nerovnosti.

Znaceni. Vyraz [n] bude znacit mnozinu {1,2,...,n}.
Definice.
(¢) Aritmetickym primérem redlnych éisel x1, 2, ..., Tn nazveme vyraz
r1t+ax2+---+Tn
- .
(i1) Geometrickym primérem kladnych redlnych éisel xy, 2, ..., Tn nazveme vyraz
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Véta. (AG-nerovnost; nejdtlezitéjsi ze vsech)  Aritmeticky primér kladnych redl-
nych cisel je vétsi roven geometrickému, rovnost nastava, pravé kdyz jsou vsSechna
prumérovand ¢isla stejnd. Jinymi (méné) slovy: Pro libovolnd x1, 2, ..., tn > 0
plati:

1+t an
n

> vay T3 Tn.
Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = x9 = -+ = Inp.

Véta. (mincova nerovnost; Cebysevova nerovnost) Necht m1 > xg > -+ > zp
jsou redlnd Cisla a necht y1, yo, ..., yn je néjaké poradi pevné danych realnych &isel
Z1, 22, ..., 2n. Potom je vyraz riy1 + x2y2 + - - - + Tnyn maximalni, pravé kdyz je
Y1 > y2 > - > Yn, a je minimalni, pravé kdyz je y1 <y2 < -+ < yn.

Véta. (Cauchyho nerovnost) Necht 1, x2, ... , Zn, Y1, Y2, - - . , Yn jsou realnd éisla.
Potom (z1y1 + Toy2 + - - - + Tnyn)? < (@3 + 234+ +22) (2 +y3 +- - -+y2). Rovnost

nastava pravé tehdy, kdyz jsou bud vsechna x; nulovd, nebo existuje néjaké realné r
takové, ze y; = r - z; pro kazdé i € [n].

Definice. Realna ¢isla wy, wa, ..., wy nazveme vdhami, pravé kdyz jsou vSechna
kladna a jejich soucet je roven jedné.
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Véta. (vazend AG-nerovnost) Necht wi, wa, ..., wn jsou vahy, necht a1, ag, ...,
an jsou kladna realna c¢isla. Potom plati nerovnost
wiay +waag + -+ + wpan > ay’tay? - an”.
Definice. Necht w1, ws, ..., wy jsou vahy, necht ai, as, ..., an jsou kladnd redlnd
disla a necht p € (—o0;0) U (0; 00). VdZenym mocninngm primérem fadu q &isel ay,
ag, ..., an (s vahami wy, wa, ..., wp) nazveme vyraz
1
W1, W2 5. e ey W, 1
pg P (ar, a9, ..., an) = (wla‘f + wgag + - rwpad)v .

V pripadé, Zze budou vahy znamé, nebudeme je do horniho indexu psat. Déle Ize

definici jesté rozsifit (limitami) na

w w w
po(a1,a2,...,an) =aytas” - ap",

P—oo = Min a; a poo = Max a,.
i€[n] i€[n]

Véta. (nerovnost mezi mocninnymi primeéry) Necht ¢,r € (—oo;00),q < T, potom
pro mocninné pruméry z predchozi definice plati nerovnost

pqg(ai,az,...,an) < pr(ai,az,...,an),

rovnost nastava, pravé kdyz je a1 = a2 = -+ = an.

Poznamka. Praméry pg a p1 uz zndme (geometricky a aritmeticky). Praméru p_j
se obvykle fikd harmonicky, praméru ps se fika kvadraticky. Nerovnostem p_; < pg,
po < p1, p1 < p2 se pak Casto (po fadé) ik (vazend) HG-nerovnost, AG-nerovnost,
AQ-nerovnost.

Véta. (Schurova nerovnost) Necht z, y, z jsou kladn4 ¢isla a « je redlné éislo. Potom
ez —y)(z—2) +y*(y—z)(y —2) +2%(z —z)(z —y) 2 0.

Véta. (Jensenova nerovnost) Necht f je ryze konvexni funkce na intervalu I = (a;b)

(I muze byt i otevieny ¢i polouzavieny). Necht wi, wa, ..., wy jsou vdhy a necht xy,
x9, ..., xn € I. Potom plati nerovnost

flwizy +wame + -+ + wnzn) < wi f(z1) +waf(z2) + -+ wnf(zn).
Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = x9 = -+ = Inp.
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Priklady

Piiklad 1. Dokaite, ze pro libovolné z, y, xy > = + y plati
@-D-1 .,
VIYy—r—y
Piiklad 2. Dokaite, ze pro délky a, b, ¢ stran libovolného trojihelniku plati
(a2 +b2)C2 o (a2 . 62)2

<2.
abc? -
Piiklad 3. Necht n je pfirozené. Dokazte Ze
1 1
1+ —=4+- 4+ —=<2v/n—1.
V2 vn ~

Priklad 4. Pro libovolna a, b kladné realnd dokaZte nerovnost

(1+2) (0+3) > o

Piiklad 5. Necht z, y, z jsou kladna realna &sla spliujici z2 + y2 + 22 = 1.
Naleznéte minimalni moznou hodnotu vyrazu

Ty Yz 2z

z x Y

Priklad 6. Necht a, b, ¢, d jsou kladna redlnd éisla, dokazte nerovnost
a b c d N 2

b+26+3d+c+2d+3a+d+2a+36+a+26+3c -3

Priklad 7. Necht a, b, ¢ jsou strany trojiahelnika. Dokazte, ze

a b c
> 3.
b+c—a+a+c—b+a+b—c_

Priklad 8. Necht z, y, 2z redlna spliuji z2 + y2 +22 4 2zyz = 1. Dokazte, ze pak

3
x2+y2+2221.

o
o

@
I
-
-
Il
-

Priklad 9. Necht a4, b; jsou pro i € [n] kladnd realnd ¢isla. Necht a; =

dokazte, ze pak plati

Priklad 10. Pro libovolna realné a, b dokazte nerovnost
a* + a?b? + v* > a®b+ba
3 - 2 ’
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Priklad 11. Dokazte, ze pro libovolna éisla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati nerovnost
2(a® + 0% + &) <3+ a®b+ Ve + Fa
Piiklad 12. Dokazte, ze pro libovolna a, b, ¢ kladna plati nerovnost
a® + b3+ A+ abe N a?b + ab? + a’c + ac® + b%c + bc?
2 - 3
Piiklad 13. Dokazte, ze pro libovolna a, b, ¢ kladna plati nerovnost
a®b® + a3 + b3 + 30222 > a®b?e + a®bc? + a?b3c + a?be® + ab>c? + ab?cS.

Priklad 14. Necht z,y, 2 > —1 a z + y + 2z = 3. Dokazte, Ze plati

I
z+1 y+1 2z+41—2
Piiklad 15. Dokazte, ze pro libovolna kladn4 ¢isla a1, a9, ..., an plati nerovnost

(a3 +1)(a3 +1)--- (a5 +1) > (alaz + 1)(a3az + 1) - - - (a2a1 + 1).
Piiklad 16. Dokazte pro a, b, ¢ > 0 nerovnost
a n b n c >1
Va2 + 8be Vb2 + 8ca V2 + 8ab
Piiklad 17. Dokazte, ze pro kazdé kladné realné ¢islo x a pfirozené n plati

lz] | [2z] [nx]
> el
1= 1 * 2 * + n
Priklad 18. Necht r; € (0;1) pro ¢ € [n]. Dokazte, ze pak plati nerovnost

-1 —=r)P—=r2)- A=)+ A =) —7r3") - (1 —rp) > 1.

|nz
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