Nerovnosti
| Michal Rusin a Martin Tancer

Uvod

V tomto pfispévku najdes nékteré zndmé nerovnosti. Nerovnosti jsou oblibenym
tématem uloh matematickych soutézi, napfiklad matematické olympiady. Exis-
tuje velké mnozstvi pristupd, jak nerovnosti fesSit. Na prednasce si fekneme jak
néjaké zikladni obraty, tak néjaké trikovéjsi. Obsah pfednasek lze pfizpusobit
podle zadjmu. Predbézné se budeme vénovat pouziti AG-nerovnosti a vazené AG-
nerovnosti, Cauchyho nerovnosti, riznym substitucim, pouzivini (méné znamé)
Schurovy nerovnosti, nékterym trikim (napfiklad umocnéni nerovnosti) a pravdé-
podobnostni interpretaci nerovnosti.

Znamé nerovnosti

Znacdeni. Vyraz [n] bude znaéit mnozinu {1,2,...,n}.
Definice.
(i) Aritmetickym primeérem redlnych cisel z1, x2, ..., T, nazveme vyraz

T Ty T
- .

(ii) Geometrickym primérem kladnych redlnych ¢isel x1, xa, ..., x, nazveme
vyraz
77/1;1 xan

Véta. (AG-nerovnost; nejdulezitéjsi ze vSech)  Aritmeticky primér kladnych re-
alnych cisel je vétsi roven geometrickému, rovnost nastava, pravé kdyz jsou vSechna
priimérovand Cisla stejna. Jinymi (méné) slovy: Pro libovolnd x1, xo, ..., xp, > 0
plati:

x1+x2++xn

2 Yxq1 - T Ty

n

Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = xo = -+ = Zp,.

Véta. (mincové nerovnost; CebySevova nerovnost) Necht 1 > z9 > -+ > @y,
jsou realné disla a necht y1, yo, ..., y, je néjaké poradi pevné danych redlnych
c¢isel z1, 29, ..., zn. Potom je vyraz x1y1 + x2y2 + - - + xpy, maximalni, pravé

kdyz jey1 > y2 > - -+ > yp, a je minimalni, pravé kdyz je y1 < y2 < -+ < yp.

Véta. (Cauchyho nerovnost) Necht x1, 2, ..., Tn, Y1, Y2, - -- ; Yn jSOU realng
&sla. Potom (z1y1 + @aya + -+ + @nyn)’ < (@ +a3+- - +a2) (W +y3 4+ +2).
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Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz jsou bud vSechna x; nulovd, nebo existuje
néjaké realné r takové, ze y; = r - x; pro kazdé i € [n].

Definice. Realna ¢isla wy, ws, ..., w, nazveme vahami, pravé kdyz jsou vSechna
kladna a jejich soucet je roven jedné.

Véta. (vazend AG-nerovnost) Necht wiy, we, ..., wy jsou vahy, necht ai, as,
..., ap, jsou kladna realna cisla. Potom plati nerovnost

w w:
w1a1 + weag + - -+ + Wpay > ay’tay? - ap".
Definice. Necht wi, we, ..., w, jsou vahy, necht ai, as, ..., a, jsou kladnd
realnd ¢isla a necht p € (—o0;0) U (0; 00). VaZenym mocninnym primérem fadu g
Cisel a1, ag, ..., a, (s vahami wy, we, ..., w,) nazveme vyraz

W1, W2,...,Wn

1
Pq (a1,az,...,a,) = (wia] + waad + - + wpal)? .

V piipadé, ze budou vahy znamé, nebudeme je do horniho indexu psat. Dale Ize

v Vv

definici jesté rozsifit (limitami) na

w w W,
polai,asz,...,an) =ajitay?---ay",

Pooo = MiN a; & Poo = Maxa,.
i€[n] i€[n]

Véta. (nerovnost mezi mocninnymi priméry)  Necht q,r € (—oo0;00),q < T,
potom pro mocninné pruméry z predchozi definice plati nerovnost

pq(alv @z, ..., an) é pr(ala az,..., an)v
rovnost nastava, praveé kdyz je a1 = az = -+ = ay.

Poznamka. Praméry po a p; uz zndme (geometricky a aritmeticky). Praméru
p_1 se obvykle fika harmonicky, priméru ps se fika kvadraticky. Nerovnostem
p-1 < po, Po < p1, p1 < p2 se pak Casto (po fadé) Fika (vdzend) HG-nerovnost,
AG-nerovnost, AQ-nerovnost.

Véta. (Schurova nerovnost) Necht z, y, z jsou kladn4 ¢isla a « je redlné cislo.
Potom

¥z —y)(r—2)+y*(y—z)(y—2) +2%(z —z)(z —y) > 0.

Véta. (Jensenova nerovnost) Necht f je ryze konvexni funkce na intervalu I =

= (a;b) (I muze byt i otevieny ¢i polouzavieny). Necht w1, wa, ..., w, jsou viahy
a necht x1, T2, ..., xn, € I. Potom plati nerovnost

flwizy + waxe + - - + wpay) < wyf(xr) +waf(xe) + -+ wn f ().

Rovnost nastava, pravé kdyz x1 = x9 = -+ = Zp,.
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UZitecné postupy

Kdyz méate nerovnost zadanou pro vSechna realna cisla, zkuste se zamyslet, jestli
ji nestaci fesit jenom kladna cisla.

U nerovnosti, ve kterych je n proménnych, zkuste, jestli nejdou dokazovat in-
dukci.

Zkuste néjaké substituce, napriklad zkuste substituovat jmenovatele zlomku ¢i
vyraz pod odmocninou.

Obcas se hodi védét, ze ¢isla a, b, ¢ jsou stranami trojahelniku, pravé kdyz
existuji kladna z, y, z takovd, ze a =2z +y,b=x+zac=y+z2 Cislaz, y a z
lze pomoci a, b, ¢ vyjadrit jako 2e =a+b—c,2y=a—b+ca2z=—-a+b+c.

Nerovnost se nazyva homogenni, pokud se po vynasobeni kladnym redlnym
¢islem nezméni. Napiiklad nerovnost a? 4 b? + ¢ > ab + ac + bc je homogenni.
U homogennich nerovnosti se ob¢as vyplati predpokladat néjakou podminku typu
abc =1, a+b+ c=1 apod. Nékdy se naopak vyplati, pokud je nerovnost zadana
s podminkou abc = 1, a+ b+ ¢ = 1 apod. dosadit tuto podminku vhodné tak, aby
vznikld nerovnost byla homogenni.

Je-li zadana nerovnost v proménnych xy, =2, ... =,. Pokud se nerovnost ne-
zméni prohozenim libovolnych dvou proménnych x; a x;, potom lze bez Gjmy na
obecnosti predpokladat, ze x1 > x5 > --- > x,. Pokud se nerovnost zméni po

prohozeni né€kterych dvou proménnych, ale nezmeéni se, kdyz se zméni x; na x;41
(a xy, na x1), pak lze predpoklddat, ze x1 je véts$i rovno v8em ostatnim prvkiam.

Pokud je nerovnost zaddna pro ¢isla z intervalu (0, 1), potom se miize hodit
néjaka goniometrické substituce, popt. pravdépodobnostni interpretace.

Priklady
Priklad 1. Dokazte, Ze pro libovolna z, y, xy > x + y plati

(x =)y —1)
iy -ty

Priklad 2. Dokazte, ze pro délky a, b, ¢ stran libovolného trojihelniku plati

> 2.

(a? + B2)2 — (a2 — b2)?
abc? =2

Priklad 3. Necht n je pfirozené. Dokazte Ze

1+—+- Vv —1.

1
<2
oS

Sl -

43



Rapotin '07

Priiklad 4. Pro libovolna a, b kladné redlnd dokazte nerovnost

(+D0+5) > o

Piiklad 5. Necht z, y, z jsou kladné redlné &isla spliwjici z2 + 2 + 22 = 1.
Naleznéte minimalni moznou hodnotu vyrazu

Ty Yz 2T

z x Y
Priklad 6. Necht a, b, ¢, d jsou kladna redlnd ¢isla, dokazte nerovnost

a b c d
b+2c+3d c+2d+3a dr2a+3b  at2b+3e

2
> —.
-3
Priklad 7. Necht a, b, ¢ jsou strany trojihelnika. Dokazte, ze

a n b n c >3
b+c—a a+c—b a+b—c

Piiklad 8. Nechf x, y, z redlna spliiuji 2 + y2 + 22 + 2zyz = 1. Dokaizte, ze pak

2+ y? + 22>

> w

Priiklad 9. Necht a;, b; jsou pro ¢ € [n] kladnd redlna ¢isla. Necht > a; = > b;,
i=1 i=1
dokazte, ze pak plati
n 2

a; 1<
Z: ai—iibi = 52_20%
=1 =1

Priklad 10. Pro libovolné reilnd a, b dokazte nerovnost

a* 4+ a?b? + b* S ab + b3a
3 - 2 '

Priklad 11. Dokazte, Ze pro libovolna éisla a, b, ¢ z intervalu (0, 1) plati nerov-
nost
2(a® 4+ b* 4+ ) < 34+ a®b 4 b?c + Pa.

Priklad 12. Pro libovolné nezdporna a, b, ¢ dokazte nerovnost
at + b + c* + a®be + bPac + 2ab > 2(a?? + a®c? + b2P).

44



Michal Rusin a Martin Tancer: Nerovnosti

Priklad 13. Dokazte, Ze pro libovolna a, b, ¢ kladné plati nerovnost

a® 4+ b3 + ¢ + abe S a’b + ab® + a’c + ac? + b%c + bc?
2 - 3 '
Priklad 14. Dokazte, Ze pro libovolna a, b, ¢ kladné plati nerovnost
a’b® + a3 + b3 + 3a262 > a®bPc + aPb? + a?b3c + a?bc + ab3c? + ab?E.
Priklad 15. Nechf x, y, 2 > —1 a = + y + 2z = 3. Dokazte, ze plati
z z 3
+ L <:.
r+1 y+1 2z4172
Priklad 16. Necht a, b, ¢ jsou kladn4 realné ¢isla takovd, Ze abc = 1. DokaZte,
Ze plati

1 1 1 1 1 1
< .
1+a+b+ 1—|—b—|—c+ l1+c+a ™ 2+a+ 2—|—b+ 2+4+c
Priklad 17. Necht z a y jsou kladn4 realnd ¢isla takova, ze
2% + y + /822 + dzy + 32y% = 3+ 3V2.
Dokazte, ze pak 2%y < 1.

Priklad 18. Necht a, b a c jsou délky stran trojihelnika. DokaZte, Ze plati:
Vatb—c+Vbte—a+Veta—b<a+Vb+ /e

Priklad 19. Dokazte, Ze pro libovolnd kladna ¢isla a1, as, .. ., a, plati nerovnost

(a} +1)(a3 +1)--- (ad +1) > (afaz + 1)(a3a3 + 1) - (alay + 1).

Priklad 20. Dokazte, Ze pro libovolné celé n > 3 a libovolnd redlnd c¢isla x; <
<9 < --- < xy, plati

w Zmixj > <Z(n — 2)331) <Z(] — 1)a:j> .

i<j i=1 =2
Priklad 21. Dokazte pro a, b, ¢ > 0 nerovnost
a n b n c 51
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

Priklad 22. Dokazte, Ze pro kazdé kladné realné ¢islo x a prirozené n plati

nay > 4 B el

Priklad 23. Necht r; € (0;1) pro ¢ € [n]. DokaZte, Ze pak plati nerovnost
I-0=r)A=r2)- @ =m)"+ Q=)L =r3") - (1 —ry) 2 1.
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