Nerovnosti

| Libor Barto
V tomto prispévku uvedeme piehled nejdilezitéjsich nerovnosti.
Véta. (Bernoulliova nerovnost) Necht z > —1, 0 < p # 1, pak
(1+z))>1+pz, pokudp>1a
(1+2)P<1+pz, pokud0<p<1l.
Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x = 0.
Definice. Nechtv; >0, a; >0, i =1,...,n; > ; v; = 1. Mocninny primeér fddu
p ¢isel ay,...,an s vahou v = (v1,v2,...,vn) definujeme:
1
MP(a1,...,an) == (vlazl) + vgag +---+wvpah)r, pokudp #0,
M¥(a1,...,an) == aj*ad?---ap", pokudp=0.
Poznamka. Pro vihu v = (%, %, RN %) a ¢isla p = —1, 0, 1, 2 dostavadme potradé

bézny harmonicky, geometricky, aritmeticky a kvadraticky primeér.

Véta. (Nerovnosti mezi praméry) Necht jsou splnény piedpoklady jako v piedchozi
definici a 7 < s, potom My, (a1,...,an) < M;(a1,...,an), pfidemz rovnost nastava
pravé tehdy, kdyz a1 = a2 = -+ = an.

Poznamka. Napft. pro r = 0, s = 1 a vdhu jako v minulé poznamce je to znamé
AG-nerovnost.

Véta. (Youngova nerovnost) Necht z, y, p, ¢ > 0, % + % =1. Pak zy < % + %q,

Rovnost nastdvad pravé tehdy, kdyz =P = y9.

Véta. (Cebysevova nerovnost) Necht u; < ug < -++ < up, v1 < vy < -+ < vp,
vSechna d¢isla jsou redlnd. Necht m a ¢ jsou permutace ¢isel 1 az n. Definujme
Simin = U1Un + UgUp—1 + - + Unv1, Smaz = u1v1 + ugvy + -+ - + Upvn.
Potom
() Smin < Ug(1)Vr(1) + Up(2)Vn(2) T Ug(n)Vn(n) < Smaz-
(ﬁ) n - Smin < (u1+u2+“‘+un)(v1+U2+“‘+Un) <n-Smaz-

Véta. (Holderova nerovnost) Necht' p, q, z;, y; > 0, i = 1,...,n,
Potom
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Valdek '00

Rovnost nastava prave tehdy, kdyz (yi,...,y%) = k- (2},...,20).
Poznamka. Pro p = ¢ = 2 dostavame Cauchyovu nerovnost.
Véta. (Minkowského (trojuhelnikovd) nerovnost) Necht z;, y; > 0, i = 1,...,n,

p > 1. Potom
1 1 1
n P n P n P
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Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz (y1,...,yn) =k (1,...,Yn).

Véta. (Jensenova nerovnost) Necht f je ryze konvexni funkce na intervalu I, v; > 0,
z, € I, i=1,...,n, >, v; =1 Pak

FO S wimi) < vif ().
i=1 i=1

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz x1 = xg = -+ = xn. Pro ryze konkavni funkce
plati opac¢na nerovnost.

Poznamka. Pomoci této nerovnosti lze odvodit fadu vyse zminénych nerovnosti.



