Neménky
| Vita Kala

Pouziti neménki (neboli invariantil) je nesmirné uzitnym postupem pro FeSeni
rozli¢nych ¢asto velmi obtiznych piikladt. V zasadé jde o to, ze pokud se v zadani
néco méni, je dobré zkusit najit néco, co se naopak neméni nikdy, tedy néjaky
nemének. Zadani prikladi, v kterych se hodi néjaky hledat, tedy ¢asto obsahuji
vyrazy jako , Je mozné po nékolika krocich dostat ...“

Vhodnym neménkem muze byt tfeba soucet nebo rozdil néjakych cisel, jeho
parita (jestli je sudy nebo lichy), zbytek po déleni 3 nebo jinym ¢éislem, vzdalenost
od néjakého bodu, ...

V souvislosti s neménky v podstaté nejde rozvijet zadna velka teorie; jediny
zpUsob, jak se je naucit pouzivat, je pocitat priklady, v kterych se vyskytnou. Tak
hura do toho! (:

Priklad 1. Necht je n liché p¥irozené ¢islo. Na tabuli jsou napsana ¢isla 1,2, ...
... ,2n. V kazdém kroku si vybereme dvé &isla a, b, kterd smazeme a nahradime
absolutni hodnotou jejich rozdilu. Dokazte, ze na konec ztstane na tabuli liché
¢islo.

Priklad 2. Na obvodu kruhu je napsano 6 ¢isel, po fadé 1, 0, 1, 0, 0, 0. V kazdém
kroku mtizeme zvysit libovolna dvé sousedni ¢isla o 1. Je mozné po nékolika krocich
dostat vSechna cisla stejna?

Priklad 3. Kazdy poslanec tramtérijského parlamentu mé nejvyse 3 nepratele.
Dokazte, Ze je mozné parlament rozdélit na dvé komory (ne nutné stejné velké)
tak, ze kazdy poslanec ma nejvyse 1 nepritele ve své komofte.

Priklad 4. Predpokladejme, Ze celé ¢isla a, b, ¢, d nejsou vSechna stejné. Zacnéme
se Gtvefici (a, b, ¢, d) a nahradme ji (a—b,b—c, c—d, d—a). Dokazte, Ze opakovanim
tohoto postupu se aspon jedno ¢islo stane libovolné velkym.

Priklad 5. Zac¢néme se celymi ¢isly 1,2,3,...,4n—1. V kazdém kroku nahradime
libovolna dvé ¢isla jejich rozdilem. Dokazte, ze posledni ¢islo bude sudé.

Priklad 6. Zacnéme s mnozinou (3, 4, 12). V kazdém kroku vybereme dvé z ¢isel
a,b a nahradime je éisly 0,6a — 0,8b a 0,8a + 0,6b. Je mozné dosdhnout stavu (4,
6, 12)?

Priklad 7. Méjme norméalné obarvenou Sachovnici 8 x 8. V kazdém kroku mui-
zeme prebarvit vSechna pole néjakého fadku ¢i sloupce nebo c¢tverce 2 x 2. Je
mozné dostat Sachovnici s jen jednim ¢ernym polickem?

Priklad 8. Na stole je a ¢ervenych, b bilych a ¢ ¢ernych piskott. V jednom kroku
miizeme snist dva piskoty riiznych barev a nahradit je dvéma piskoty treti barvy.
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Na zacatku bylo a = 13,b = 15,¢ = 17. Je mozZné po nékolika krocich dosah-
nout stavu, v némz maji vSechny piskoty stejnou barvu? Jak je tomu v obecném
pripadé?

Priklad 9. Na kruZnici je napsino 5 jednicek a 4 nuly v libovolném potadi.
Potom mezi dvé sousedni stejnéd ¢isla napiSeme 0 a mezi dvé rizna 1. Nakonec
pivodni ¢isla vymazeme. Je takto mozné po nékolika krocich dostat samé nuly?

Priklad 10. Kazdé z ¢isel 1 az 1 000 000 je opakované nahrazované svym cifer-
nym souctem, dokud nedostaneme milién jednocifernych ¢isel. Bude mezi nimi vic
jednic¢ek nebo dvojek?

Priklad 11. Obsahuje posloupnost ¢tverci pfirozenych ¢isel nekonecénou arit-
metickou podposloupnost?

P#iklad 12. Nechf d(n) znaéi ciferny soudet ¢isla n. Reste rovnici n + d(n) +
+d(d(n)) = 2005.

Priklad 13. Mgéjme ¢isla a,b,0 < b < a. Necht 9 = a,y0 = b, xpn11 = (zn +
+Yn)/2, Yn+1 = 2@nYn/(Tn + yn). Jak se chovaji posloupnosti z,,, y,?

Piiklad 14. Skrtneme prvni cifru éisla 72994 a potom ji pfi¢teme ke zbyvajicimu

¢islu. Tento postup opakujeme tak dlouho, dokud nedostaneme deseticiferné ¢islo.
Je mozné, aby obsahovalo vSechny éislice 0,1,...,97

Priklad 15. Na kazdém policku obdélnikové Sachovnice je napsané pfirozené
¢islo. V kazdém tahu miZeme zdvojnasobit kazdé c¢islo v néjakém Fadku nebo
odecist 1 od kazdého z ¢isel v néjakém sloupci. Je mozné dostat po nékolika tazich
tabulku obsahujici samé nuly?

Priklad 16. Vrcholy n-thelnika jsou ocislované realnymi ¢isly. Budte a,b,c,d
Ctyti sousedni ¢isla. Je-li (a — d)(b — ¢) < 0, miZzeme vyménit b a c. Muze byt tato
operace provadéna nekonecné dlouho?

Piiklad 17. Cisla 1,2,...,2n jsou libovolné uspofddané na pozicich ocislova-

nych 1,2,...,2n. Prictéme ke kazdému z éisel ¢islo jeho pozice. Dokazte, ze dva
ze souctil davaji stejny zbytek po déleni n.

Priklad 18. Reste rovnici (22 — 3z +3)? — 3(22 — 32 +3) + 3 = z.

Priklad 19. Mnozinu S bodt v prostoru muzeme rozsifit o obraz libovolného
bodu X € S ve stfedové soumérnosti se sttedem v A € S, A # X. Na zacatku S
obsahuje 7 vrcholu krychle. Muze se ¢asem stat i 8. vrchol prvkem S?

Priklad 20. Na tabuli jsou na za¢atku ¢isla 18 a 19. V jednom kroku miizeme
napsat na tabuli ¢islo rovné souctu dvou libovolnych ¢isel, jez byla pfedtim na
tabuli. Muze byt nékdy na tabuli napsané ¢islo 19947
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Priklad 21. Kazdy ¢len posloupnosti 1, 0, 1, 0, 1, 0, ... pocinaje sedmym je
souctem pfedchozich Sesti mod 10. Dokazte, ze se v posloupnosti nikdy nevyskytne
Sestice ..., 0,1,0,1,0,1, ...

Priklad 22. Reste rovnici f(f(z)) =z, kde f(z) je libovolny kvadraticky mno-

hodlen.

Priklad 23. Dvé policka na obrazku jsou sousedni, jestlize maji spole¢nou hranu.
V jednom kroku miizeme k libovolnym dvéma sousednim policktim pficist stejné
celé ¢islo. Je mozné prvni tabulku pfevést nékolika tahy na druhou?

11213 71819
415|6 6(2|4
71819 3156|1

Priklad 24. 2n velvyslanci je pozvanych na kongres. Kazdy z nich méa nejvyse
n — 1 nepratel. Dokazte, Ze je mizeme usadit kolem kulatého stolu tak, ze nikdo
nesedi vedle svého nepfitele.

Priklad 25. Na kazdém policku Sachovnice 8 x 8 je napsané pfirozené dEislo.
V jednom tahu si vybereme tabulku 4 x 4 nebo 3 x 3 a pfi¢teme 1 ke kazdému
z jejich policek. MiZeme vZdy dostat tabulku se vSemi ¢isly délitelnymi (a) dvéma,
(b) tfemi?
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