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ABSTRAKT. Prispévek predstavuje zakladni vlastnosti pojmu slouziciho ke srovna-
vani mnozin podle velikosti, tzv. mohutnosti. Dale obsahuje nékolik uloh a klasickych
tvrzeni tykajicich se (pfevazné spocetného) nekoneéna.

Co je to nekonecno?

To je ptece jasné, nekonecno je to, co nemé konec. Nebo ze by to nebylo tak snadné?
Intuitivné tento pojem pouzivame pro takova ,mnozstvi“, kterd nejdou spocitat, ji-
nymi slovy kvantitativné vyjadrit néjakym prirozenym ¢islem. To uz vypada slibné.
Znamena to, Ze si pri pocitani véci vystacime s pfirozenymi ¢isly a magickym symbo-
lem oo? Kolik je potom oo - 00?7 A kolik z nekoneéné mnoha jablek nam zbyde, kdyz
jich nekonecno snime? Jisté citite, ze budeme muset byt pfi praci s nekone¢nem opa-
trni. To samé citili i matematici v devatenactém stoleti, ktefi zacali s matematicky
korektnim zkoumanim nekonecna. Vysledkem tohoto snazeni je teorie mnoZin, ktera
se kromé prace s nekoneénem nahodou hodi i jako zadkladni jazyk celé matematiky.
Pro nés je ale ve své celé krase ponékud sloZita a formalni, vezmeme si z ni tedy jen
to nejnutnéjsi.

Srovnavani velikosti mnoZin

Kdyz chtéji dva pastytfi zjistit, ¢i stddo je vétsi, prosté je spocitaji a porovnaji
ziskand ¢isla. Tento zpiisob se pro obecné (tedy i nekonecné) mnoziny zjevné moc
nehodi. Muzeme ale pastyfim navrhnout, aby sva stadda zkusili pékné ovecku po

ovecce poparovat. Pokud se jim to podafi, pak jsou jejich stada stejné velka. Pokud
jednomu néjaké ovecky prebydou, je jeho stado vétsi.

Definice. Rekneme, 7e mnoziny A, B maji stejnou mohutnost, pokud mezi A a B
existuje bijekce, tedy zobrazeni, které je prosté a na (piSeme A ~ B). Rekneme, 7e
mnozina A mé& mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti B, pokud existuje prosté
zobrazeni mnoziny A do mnoziny B (zapisujeme A < B). Rekneme, Ze mnozina A
mé mohutnost mensi nez B, pokud existuje prosté zobrazeni mnoziny A do mnoZiny
B a neexistuje prosté zobrazeni mnoziny B do mnoziny A (zapisujeme A < B).
Analogicky definujeme vztahy A = B, A > B.

Konecné se dostavame k definici nekonecnosti.
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Definice. Mnozina A je nekonecnd, pokud ma neostfe vétsi mohutnost nez mno-
Zina ptirozenych ¢isel, tedy pokud N < A. MnoZina A je koneénd, pokud neni neko-
ne¢na. Pokud A x N, pak tikdme, Ze A je spocetnd. Laicky feceno spocetné jsou ty
mnoziny, které jdou ocislovat pfirozenymi ¢isly (ne nutné vSemi).

Vsimnéme si, Ze kone¢né mnoziny srovnavame stejné jako dfiv, jen bez prostied-
nikd v podobé prirozenych Cisel.

Priklad. (hotel U Lezaté osmy) Uvazme hotel, ktery méa pokoje ocislované pravée
vSemi pfirozenymi ¢isly. VSechny pokoje jsou obsazené a kazdy host vyzaduje cely
pokoj pro sebe.

(i) Do hotelu pfijel novy host. Dokézete jej ubytovat, aniz byste museli néjakého
stavajictho hosta vyhodit?
(ii) Do hotelu pfijelo spocetné mnoho novych hosti. Ubytujte je.

(iii) Kazdy ze spofetné mnoha autobusi pfivezl spo¢etné mnoho novych hosti.
Co ted?

Nyni jiz snadno vyfesime nasledujici cviceni.
Cviceni. Dokazte, ze N~ Z =~ Q.
Priklad. Dokazte, ze (0,1) =~ (0,1).
Takové tvrzeni by asi mélo platit, jak ale takovou bijekci najit? K tomu se nam
hodi nasledujici dulezita véta.
Véta. (Cantor-Bernstein) Pokud A< B a B < A, pak uz A~ B.

Zatim vSechny mnoziny, se kterymi jsme pracovali, byly spocetné. Nabizi se
otazka, zda existuje néjakéd nespocetni. To a mnohem vic fika nasledujici véta:

Véta. (Cantor) Mnozina vSech podmnozin mnoziny A (tuto mnozinu znac¢ime
P(A)) je ostre vétsi nez A.

Cviceni. S pouzitim ptredchozi véty dokaZte, ze neexistuje mnozina vsech mnozin.
Tvrzeni. Plati I =~ R~ P(N), kde I je libovolny interval.

Priklad. Kolik je vSech posloupnosti redlnych ¢isel?

Priklad. Najdéte nespocetné mnoho podmnozin N usporadanych inkluzi.

Pro zajimavost jesté jedno zajimavé tvrzeni o mohutnostech mnozin, jehoz dikaz
jiz neni tak snadny:

Tvrzeni. Je-li A nekonecéna, pak A x A~ A.
A pro odlehéeni jeden nekoneéné maly rozdil:
Uloha. Kolik je 1 — 0,97
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Ulohy

Dosti bylo teorie, pojdme se podivat na néjaké tlohy a tvrzeni souvisejici s neko-
necnem. V této ¢asti budeme privlastek ,nekone¢ny* pouzivat ve vyznamu ,neko-
neény spocetny®, protoze se spocetnymi mnozinami se da jesté celkem prirozené
a pritom korektné pracovat. Jisté vas tedy neptekvapi, ze klicovym pojmem bude
posloupnost.

Uloha. Ve znamé tloze postavil zlj ¢arodéj svoje zajatce do Fady, nasadil kaz-
dému ¢erny nebo bily klobouk a nechal je odzadu tipovat jeho barvu. Kdo uhodl,
byl propustén a zajatci si mohli na zacatku domluvit strategii. Otazkou je, kolik
nejvyse zajatc se mohlo s jistotou zachranit. Co kdyby zajatct bylo nekonecno,
barev kloboukt libovolné a museli si tipnout vSichni najednou? Mohlo by se zdat,
7e chudaci zajatci nemaji Sanci. Opak je pravdou (v jistém smyslu): dokazte, Ze se
mohou zachranit vSichni az na kone¢né mnoho.

Uloha. Do tipovaci soutéze se piihlasilo sto soutézicich. Dostali spoc¢etné mnoho
krabic, v kazdé néjaké realné ¢islo. Kazdy z nich nezavisle na ostatnich otevie vSechny
krabice az na jednu a jeji obsah tipne. Vymyslete strategii, se kterou se co nejvice
soutézicich jisté strefi.

Tvrzeni. Z kazdé posloupnosti Ize vybrat monoténni podposloupnost.

Tvrzeni. (nekoneénd Ramseyovka) KdyZ je kazdd hrana tplného nekonecného
grafu obarvena jednou z kone¢né mnoha barev, existuje nekonec¢ny jednobarevny
podgratf.

Uloha. Kolik se do roviny vejde disjunktnich
(i) kruznic,
(i) kruht,
(iii) osmicek?
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