Nekonecné rady
| Mirka Sotdkovd

Defincia 1. Nech a = (an) je Iubovolné redlna postupnost. Radom uréenym touto
postupnostou nazyvame usporiadani dvojicu («, s(«)), kde s(a) je postupnost s n-
tym c¢lenom

Sp=ap+ -+ an.

Hovorime, zZe an je n-tym clenom radu a sn, je jeho n-tym ciastoénym suctom. Ak
postupnost (sp) ma limitu v R, oznac¢ujeme ju jednym zo spésobov

(o]

Zan, ap+al+ag---

n=0
Ked postupnost (sn) konverguje a nli_)moO sn = s, hovorime, ze rad S(an) konverguje
a m4 sucet s. Rozdiel s — sp nazyvame n-tym zvyskom radu S(an). Ak postupnost
(sn) nekonverguje (nem4 vlastnu limitu), potom rad diverguge.

Veta 1. Rad S(an) konverguje prdve vtedy, ked ku kazdému e > 0 existuje také
ne € N, zZe pre Iubovolné m, n, ne < m < n plati

n

> 4
J=m+1
Tomuto sa hovori Cauchyho-Bolzanova podmienka konvergencie radu.

<e.

Veta 2. Plynie z predchddzajicej. Ak rad S(an) konverguje, potom lim an = 0.
n—oo

Veta 3. Ak rady S(an), S(bn) konvergujii a ¢ € R, tak konverguju aj rady S(an +
bn), S(can) a

oo o0 o0
Z(an+bn) = Zan+ ZbTM
n=0 n=0 n=0

oo [ee]

S can=c an.

n=0 n=0
Veta 4. Nech 0 < an < bn pre vsetky n > ng a nech rad S(bn) konverguje. Potom
konverguje aj S(an). Ak diverguje S(an), potom diverguje aj S(bn).

Defincia 2. Pre kazdé redlne x polozme

¢t = max{0,z}, 7 = max{0, —z}.
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*, 2~ nazyvame kladnd a zdpornd cast ¢isla z. Plati

c=a" -z, |z|=aT +2.

Potom x

Veta 5. Pre kazdu redlnu postupnost (an) plati

(oo} oo [ee]

> lonl = 3 ot + 3

n=0 n=0 n=0
Ak najviac jeden z radov diverguje, tak

o0 o0 o0

ILTEED P oy

n=0 n=0 n=0
Rad S(|an|) konverguje prave vtedy, ked konvergujii oba rady S(a;}), S(ay).
Defincia 3. Hovorime, Ze rad S(axn) absolitne konverguje, ak konverguje rad S(|an|).
Veta 6. Ak konverguje rad S(|an|), potom konverguje aj rad S(an).

Veta 7. Nech (an) je nezdporna postupnost, (bn) = (ay(n)), kde o je lubovolna

&) o0
permutdcia mnoziny N. Potom Y an = ) bp.
n=0 n=0

Veta 8. Nech (an) je redlna postupnost, o Iubovolnd permutédcia mnoziny N, (b,) =
(ag(n)). Potom
(a) Ak S(an) absolitne konverguje, potom S(by) absolutne konverguje a

oo [eS)
Z an = Z bn.
n=0 n=0

(b) Ak rad S(an) ma nevlastny stcet a jeden z radov S(a;}), S(ay ) konverguje, tak
S(bn) ma ten isty nevlastny sucet.

o0 o0

Veta 9. (Riemannova) Majme (an) postupnost, lim an =0, > ap = >, a, =
n—0o0 n=0 n=0

+00. Potom pre kazdé r € RU {400, —o0} existuje takd permutdcia o mnoziny N, Ze

rad S(aq(y)) md sicet r.

Veta 10. Ak (an) je redlna postupnost, tak nasledujiice vyroky si ekvivalentné:
1. Rad S(an) absolitne konverguje.
2. Rad S(an) konverguje pre lubovolnt permutdciu o mnoziny N.
3. Rad S(ag,, ) konverguje pre kazdi vybrant postupnost (ay,, ).

Veta 11. Nech (an) je nerastiica postupnost nezapornych cisel a nech (ay, ) je Iubo-
volnd postupnost vybrand z (an). Potom S(an) konverguje prave vtedy, ked konver-
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guje rad S((kn+1 — kn)ag,, . ,)-

Veta 12. Nech (an) je postupnost kladnych ¢isel a (sp) postupnost jej ¢iastoénych
suctov. Potom rad S(ans,®) konverguje pre kazdé o > 1.

Veta 13. (Abel-Diniho) Nech S(an) je divergentny rad s kladnymi élenmi a (spn) po-
stupnost jeho ¢iastoénych stuc¢tov. Potom S(ans, ®) konverguje pre a > 1 a diverguje
pre a < 1.

Veta 14. (Diniho) Nech S(an) je konvergentny rad s kladnymi ¢lenmi, (sn) postup-
nost jeho Ciasto¢nych stuctov a lim sp, = s. Polozme rg = s, rp, = s—sy,_1 pren > 1.
n—oo
Potom rad S(anr, ) konverguje pre a < 1 a diverguje pre a > 1.
A ako teda rospoznat konvergenciu radu?
Veta 15. (Kummerovo kritérium) Pre Iubovolné kladné postupnosti (an), (bn) plati:
(a) Ak existuje d > 0 a m € N, tak aby pre vsetky n > m platilo
bn dn__ bn+1 > d7

an+1
tak rad S(an) konverguje.
(b) Ak rad (S(b;l) diverguje a pre vsetky n > m plati

bn—2 — by <0,

An+1
tak rad S(an) diverguje.

Veta 16. (D’Alembertovo podielové kritérium) Pre Iubovolni kladni postupnost (an)
plati:
(a) Ak existuje 0 < g < 1, tak aby pre vSetky dostatocne velké n platilo
On+1 <q,
an
tak rad S(an) konverguje.
(b) Ak aZ—:l > 1 pre vSetky dostatocne velké n, tak S(an) diverguje.

Veta 17. (limitna forma) Ak
an+1

lim sup <1,

n—oo On
potom S(an) konverguje. Ak

.. a
lim inf 221
n—oo  Gn

>1,
potom rad diverguje.
Veta 18. (Cauchyho odmocninové kritérium) Pre Iubovolny rad S(an) s nezdpornymi

¢lenmi plati:
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(a) Ak existuje 0 < g < 1, tak aby pre vSetky dostatocne velké n platilo

Va, <q,
tak S(an) konverguje.
(b) Ak pre nekonecne vela n plati
va, >1,

tak S(an) diverguje.

Veta 19. (limitnd forma) Ak
lim sup {/a,, <1,

n—oo

potom rad konverguje, ak
lim sup /a,, > 1,

n—00

tak rad diverguje.
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