Nekonecné mnoziny

Pojem nekoneéna pouzivaji matematici témér odjakziva. Vzpomenme napi. na Zéndna

(asi 480 — 430) a jeho tilohu o Achillovi a Zelvé, ¢ na tivahy Rekti o tom, Ze pfimka vede na
obé strany do nekonec¢na. Az do doby relativné neddvné vsak slo vyhradné o slovni spojeni
uzivajici nekone¢no pfi popisu néjaké ¢innosti ¢i vlastnosti (tzv. potencidini forma nekoneéna)
— napf. ,,Achilles Zelvu nikdy nedohoni“, ,posloupnost ¢isel roste nade vsechny meze* apod.
Zato existence nekone¢nych soubori objektt (tzv. aktudlniho nekoneéna) nebyla diskutovana,
popfipadé byla z filozofickych divodd rovnou zavrhovana. Dnesni (moderni) matematika vsak
s aktudlnim nekoneénem pracuje. Cilem seridlu je sezndmit vas se zédkladnimi principy prace
s nekoneénymi mnozinami a ukazat vam nékteré vysledky teorie mnozin, které jsou velmi
zajimavé a Casto dosti prekvapivé. Vérim, ze vas nekonecno zaujme nejméné tak, jak zaujalo
kdysi mé.
Proc¢ studovat nekoneéno. Jiz stari fecti geometii pracovali z dnesniho pohledu s neko-
neénymi soubory objektii. Pro né ovSem pfimka nebo rovina nebyla souborem bodu; byl to
jeden nedélitelny geometricky objekt. O zadné nekonecné mnoziné tedy nemohla byt fec.
Tento pristup prekvapivé vydrzel vice nez 2000 let, az do 19. stoleti.

Problémem nekone¢na se v prubéhu déjin zabyvali néktefi filozofové a teologové (Aristo-
teles, sv. Augustin, Tomas Akvinsky, Descartes, Spinoza, Leibnitz, Kant a dalsi). Neéktefi ho
byli ochotni pfijmout, jini ho horlivé zavrhovali. Na matematicky pohled na véc vsak bylo
tifeba jesté dlouho pockat.

Od dob Gottfrieda Leibnitze (1646 — 1716) a Isaaca Newtona (1642 — 1727) se rozvijela
matematickd analyza (studium redlnych funkci), zalozena na infinitesimalnim poétu, ¢ili po-
¢itani pomoci nekonecné malych a nekone¢né velkych veli¢in. Az do zacatku 19. stoleti byly
feSeny zakladni ulohy, které si s potencidlnim nekoneénem a s geometrickou predstavou real-
nych ¢isel jako pfimky vystacily. Jesté Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) pravil: ,, Nekone¢no
nelze v matematice pouzit jako néco definitivniho, je to jen zpisob vyjadreni, ktery oznacuje
Jjistou hranici, k niz se nékteré veli¢iny mohou libovolné blizit, pokud jiné veli¢iny rostou
neomezené.“ (Coz je, mimochodem, docela péknd definice potencidlniho nekoneéna.)

V 19. stoleti vSsak pribyly problémy tykajici se znacné slozitych ¢asti redlné pfimky, napf.
pii vysetfovani defini¢nich obord funkci vzniklych jako limita posloupnosti funkci. Bylo tfeba
rozbit pfimku na body a z téchto bodu sestavovat mnoziny. Pojem mnoZina se poprvé vyskytl
u prazského matematika Bernarda Bolzana (1781 — 1848). Ten jako prvni zkoumal nekoneéné
mnoziny realnych &isel. Slo o velky zlom, nebot vSichni Bolzanovi predchiidci pouzivali neko-
necno jen v jeho potencialni formé. Bolzanova kniha v8ak nevzbudila velky ohlas. Az v roce
1873 se problémim nekoneénych mnozin (motivovan opét analyzou) zacal vénovat Georg
Cantor (1845 — 1918). Vzhledem k tomu, Ze mezitim byla vypracovana moderni teorie real-
nych éisel (zalozend na zuplnéni ¢isel racionélnich), zaéinala se rysovat i praktickd aplikace
jeho vysledki.

G. Cantor je povazovan za zakladatele moderni teorie mnozin. Vypracoval v letech 1873
— 1897 sérii praci, kde rozvinul metody zachézeni s nekone¢nymi mnozinami. Objevil nékolik
prekvapivych fakta, které fada soudobych matematikta dlouho odmitala; nékteré si v seridlu
ukézeme. Na pielomu 19. a 20. stoleti se ale zacaly objevovat skute¢né paradoxy (lépe Feceno
spory) v Cantorové pojeti teorie mnozin. A¢ se velmi snazil je odstranit, do konce jeho zivota
se to nepovedlo ani jemu, ani nikomu jinému. Rika se, Ze nasledkem vieobecného odporu proti



své zivotni teorii zemfel v psychiatrické 1écebné. Problémy teorie mnozin byly odstranény az
mnohem pozdéji, diky moderni logice a tzv. axiomatickému pfistupu k teorii mnozin.

Ponechme vsak zatim moderni trendy stranou, vratime se k nim kratce v zavéru serialu.
Nyni si predvedeme ptvodni Cantorovy vysledky, které jsou samy o sobé v poradku. Na
problémy vcas upozornime, abychom neskoncili jako on.

Cantorova diagonalni metoda. Jednim z prvnich pfekvapivych vysledku, které G. Cantor
publikoval, byl fakt, ze realnych cisel je vice nez prirozenych. Formalné feceno, neni mozné
vzajemné jednozna¢né prifadit kazdé realné ¢islo k néjakému &islu pfirozenému. Cili nelze
realna cisla ,,ocislovat” prirozenymi Cisly. Zajimavy je nejen vysledek, ale nesmirné dulezita
je i pouzitd metoda, v logice a teorii mnozin ¢asto uzivana.

Dikaz. Predpokladejme, Ze a1,a2, ... je posloupnost, kterd obsahuje vSechna realné cisla
z intervalu (0,1). Jak zndmo, kazdé realné &islo r € (0,1) lze napsat v desitkovém rozvoji
jako r = 0,r1r2r3 ... Mame tedy

ar = 0)a11 Ja1za1zais . ..
az = 0,a21] a2z Ja2zazs . ..
a3z = 0,az1a32/ass Jas4 - - .

ag = 0,a41 a42a43. ..

Nyni sestrojime realné ¢islo b € (0, 1), které neni v posloupnosti a1,az2, ..., ¢imz dostaneme
spor s volbou této posloupnosti. Polozme pro kazdé ¢ pfirozené b; = 1, pokud a;; # 1,
a b; = 2, pokud a;; = 1. Mame tedy b; # a;;, diky ¢emuz ¢islo b = 0,b1b2b3 ... nemuze byt
rovno zaddnému a;, nebot se od né&j lisi v i-té ¢&islici v jeho desetinném rozvoji.

Neexistuje tedy ani posloupnost, kterd by obsahovala vSechna realna c¢isla, nebotf takova
by méla podposloupnost obsahujici vSechna realna ¢isla z intervalu (0, 1).

Uloha, kterou v dikazu hraly diagonalni prvky a;;, je déivodem, pro¢ se metodé Fika
diagondlni. Nesetkdvame se s ni naposledy.

Dusledek. Ezistuji (co do velikosti) riznd nekonecna.

Poznamenejme, ze uz s touto prekvapivou skuteénosti se fada Cantorovych soucasnikt
tézko vyrovnavala, nebot naprosto nezapadala do tehdejsi vzité predstavy nekone¢na poten-
cialniho.

Terminologie. Odpustte jeden technicky odstavec. Zadny delsi matematicky text se neo-
bejde bez terminologie, ktera zjednodusuje a zpresnuje vyjadfovani. Vétsinu nasledujicich
pojmu jiz asi znate, nékteré vsak budou nové.

Kartézsky soucin mnozin A, B je mnozina A X B = {(a,b) : a € A, b € B} vsech
usporadanych dvojic prvki a € A a b € B. Déle znadime A™ = A X A X --- X A mnozinu
vSech uspotddanych n-tic prvkt z mnoziny A.

Zobrazent f : A — B je podmnozina kartézského souc¢inu f C A X B takova, ze pro kazdé
a € A existuje pravé jedno b € B s vlastnosti (a,b) € f. Prvek b se pak zna¢i f(a) a f je
tedy mnozina vSech dvojic (a, f(a)), a € A. (Srovnejte s intuitivni definici zobrazeni jako
pfedpisu, ktery kazdému prvku mnoziny A pfifadi néjaky prvek mnoziny B.)
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Jsou-li f: A— Bag:B — C zobrazeni, pak go f : A — C je zobrazeni definované
predpisem (g o f)(a) = g(f(a)), a € A.

Zobrazeni f : A — B se nazyvé prosté, pokud riznym aj,a2 € A ptifadi razné hodnoty,
tj. pokud plati a1 # a2 = f(a1) # f(a2). Zobrazeni f : A — B se nazyva surjektivnt (téz na),
pokud pro kazdé b € B existuje vzor v A, tj. existuje a € A takové, ze f(a) = b. Zobrazeni
f:+ A — B se nazyva bijekce (téZ vzdjemné jednoznacéné), pokud je prosté a na, tj. pro kazdé
b € B existuje pravé jedno a € A takové, ze f(a) = b.

O¢islovdnim mnoziny A pomoci mnoziny I rozumime bijekci f : I — A. Prvky mnoziny
A pak znalime a;, ¢ € I, pfi¢emz a; = f(i). Obvykle pouzivame v pfipadé I = N, kdy je
oc¢islovani mnoziny A totéz jako sefazeni prvkd mnoziny A do posloupnosti.

Je-li A mnozina, ozna¢ime P(A) = {X : X C A} mnozinu vSech podmnozin A; nazgvime
ji potenéni mnozinou A. PisSeme-li X C A, myslime tim X C A a zaroven X # A.

Porovnavani velikosti mnozin. Jak pozname, kterd mnozina je vétsi? Pfitadime k sobé
(vzdjemné jednoznac¢né) jejich prvky, nacez nam bud nic nezbyde — pak jsou stejné velké,
nebo nam v nékteré z nich néco zbyde — a ta je vétsi. Z toho vychézeji néasledujici definice.

Rekneme, 7e mnozina A ma nejvyse tolik prvki jako mnoZina B, pokud existuje prosté
zobrazeni f : A — B; tuto skutecnost zna¢ime A < B. Rekneme, ze mnoziny A a B jsou
stejné velké (maji stejné prvkil), pokud existuje bijekce f : A — B;znaéime A ~ B. Rekneme,
7ze mnozina A méa meéené prvkid nez mnozina B, pokud A <X B a A % B; zkracené zapisujeme
A < B. Zatim ponechdme stranou, co to vlastné ten pocet prvkiu mnoziny je.

Mnoziny délime podle velikosti nasledujicim zpusobem:

(1) Konecné nazyvame ty, které lze ocislovat €isly 1, ...,n pro n&jaké n € N, a mnozinu
prazdnou. Tedy ty, které jsou stejné velké jako nékterd z mnozin {1, ...,n} nebo 0.

Ostatni mnoziny se nazyvaji nekonecné.

(2) Spocetné nazyvame ty, které lze olislovat mnozinou vSech pfirozenych ¢isel. Tedy ty, které
jsou stejné velké jako N. Ostatni nekoneéné mnoziny se nazyvaji nespocetné (napf. R, jak
jsme jiz ukazali).

(3) Je-li A nespocetnd mnozina, ktera je stejné velkd jako R, fikdme, Ze A méa mohutnost
kontinua.

Rozmyslete si, ze mé-li mnozina A velikost mensi nez N, pak uz je kone¢na. Tedy zadna
nekoneénad mnozina mensi nez spoc¢etna neexistuje.

Zakladni vlastnosti <, ~. Velikosti mnozin definované vyse spliuji nékolik ,samoziejmych*
vlastnosti. Zkuste si je sami dokdzat s pouzitim nize uvedeného navodu!

(1) A= A.

(2) Pokud A ~ B, pak B ~ A.

(3) Pokud A~ B, B~ C, pak A= C.
(4) Pokud A< B, B=<C,pak A<C.
(5) Pokud A=~ B, pak A< B aB =< A.
(6) Pokud A C B, pak A <X B.

(7) A < B pravé tehdy, kdyz existuje surjektivni zobrazeni B — A.

Idea dikazu.

(1) Identické zobrazeni Id : A — A je bijekce.
(2) Je-li f: A — B bijekce, pak f~1: B — A je také bijekce.
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