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ABSTRAKT. Ukazeme si tzv. nestandardni model realnych ¢isel. Ten umozinuje mluvit
o nekonecné malych a nekonecné velkych ¢islech, pomoci kterych lze definovat pojmy
jako limita a spojitost pfimocareji a intuitivnéji. Standardné se tento model nepouziva,
protoze ackoli je v jistych pohledech intuitivni, mize svadét k nekorektnimu zachézeni.
Tomuto nestandardnimu modelu se ¥ika hyperredlnd cisla.

Pokud ses jiz setkal(a) nap¥. s definici spojitosti funkce, mozna Té napadla nésle-
dujici myslenka: ,Vzdyt jde vlastné jen o to, Ze kdyZ jsme blizko bodu a, tak funkéni
hodnota je blizko funkéni hodnoté v a. Neni tedy ta definice Pro kazdé ¢ existuje ¢
atd. zbyteéné kostrbata? Neslo by to Fict néjak jednoduseji?“ Odpovéd je, ze Slo, ale
clovek si musi davat pozor.

Trocha historie

V dobéch pocatku infinitezimalniho poctu, tedy za dob Newtona a Leibnize, se za-
ujimal vcelku intuitivni pfistup k problematice: Kdyz chci byt hodné blizko, tak
prosté budu nekonecné blizko. Od zacatku vsak tento pfistup vypadal trochu pode-
ziele. Casem si matematici uvédomili, Ze existenci infinitezimdlnich velicin', nemaji
nijak logicky odtvodnénou. Proto se namisto toho zacala rozvijet moderni teorie
vyuzivajici epsilon-delta definice, a na tomto zdkladu se matematické analyza stavi
dodnes. Od pouzivani nekone¢né malych ¢isel se tak na dlouhou dobu upustilo a
byly povazovany za nefungujici slepou ulicku. V Sedesatych letech minulého stoleti
si v8ak Abraham Robinson uvédomil, Ze nekoneéné malé ¢isla vskutku lze zavést
rigorézné. Dal tak vzniknout novému oboru pod nazvem Nestandardni analyza.

Jdeme na to

Zakladni myslenkou je, Ze zacneme s ndm znadmym standardnim univerzem U, obsa-
hujicim realna ¢isla R, mnoziny v R, funkce a relace v R. Toto univerzum obohatime
o nekonecné mald a nekonecné velkd ¢isla tim, Ze ho roz$ifime na univerzum U’
pomoci operace *:U — U’, pFifazujici objektu o € U odpovidajici objekt *a € U’.
Zvétsit ho pochopitelné nechceme néjak libovolné, ale tak, aby se zachovaly jeho

INeboli nekoneéné malych &isel.
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puvodni vlastnosti, a tedy platila stejna tvrzeni. To nam zafidi Princip transferu,
ale abychom ho mohli formulovat, potfebujeme nejprve (pro nase pot¥eby ne tiplné
formdlné) ¥ici, co vlastné myslime tim ,tvrzenim*.

Definice. Formule je konecny syntakticky korektni zapis tvorici logicky celek v tom
smyslu, Ze je mozné uvazovat o jeho pravdivosti. Tedy je mozné jednotlivé formule
spojovat logickymi spojkami. Formule miiZze obsahovat:

(1) konstanty (oznacujici objekty z U),
logické operatory (&, V, =, =, ... ),
mnozinové symboly €, P,
proménné (zastupujici objekty v U),
kvantifikdtory, pro nase Gcely vyluéné ve tvaru (Vz € 7) nebo (Jz € 7), kde
7 je konstanta nebo proménné.
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Sentence je formule, kde jsou vSechny proménné vizany kvantifikatory.

Piiklad. Zapis 1 + 1 neni formule. Napiiklad © = 5 & (3z € R)(w - z = 7) jsou
formule, ale ne sentence. Sentence jsou napifklad 1+ 1 = 2 & (Vz € R)(3y €
R)(xz +y = 0).

Za sentence muzeme pokladat i véty v bézném jazyce, pokud vime, Ze je lze
prepsat do pozadovaného tvaru. Takze naptiklad vétu ,Kazda koneénd mnozina
realnych ¢isel ma minimum.“ lze povazovat za sentenci.

Definice. Pro formuli ¢ definujeme formuli *¢ tak, ze v ni kazdou konstantu «
nahradime *a. Vse ostatni zistava.

Axiom. (Princip transferu) Sentence ¢ plati v U, prévé kdyz sentence *¢ plati
vU'.

Priklad. Pouzijeme-li Princip transferu na dvé sentence platné v U, dostaneme
tak sentence platné v U’

p: VzeR)(VyeR)(z+y=y+x),
Transfer — *p:  (Vz € "R)(Vy € *R)(z "+ y =y "+ z).

b (W eR)(w £0= Gy eR) (@ y = 1)),
Transfer — *1: (Vo € "R)(z # "0 = (3y € "R)(z -y = *1)).

Timto axiomem jsme zaf{dili, Ze rozsifeni U’ neporusi vlastnosti U. Jak je vidét
v prikladu, hvézdickovani vSeho muze vypadat trochu krkolomné, a tak prijmeme
tmluvu, Ze hvézdicku budeme vynechavat u konstant z R, funkci a relaci na R. Tedy
naptiklad budeme psat 1 misto *1, sin misto * sin, < misto * <, ale hvézdicku u *R
pochopitelné psat budeme. V tomto smyslu tedy mtzeme uvazovat R C *R.

Zatim jsme ale viibec nezarudili, Ze ndm operace * néco ptrida. To zafidime druhjym
axiomem, diky kterému ndm * kazdou nekonec¢nou mnozinu zvétsi.

Axiom. (Princip rozepnuti) Pro kazdou nekone¢nou mnozinu A vU plati A C *A.
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Mnozinu *R budeme nazyvat mnozinou hyperrealnych cisel, mnozina *N je mno-
zina hyperprirozenych cisel.

Dusledek. Existuji nekoneéné mala a nekonec¢né velka hyperrealna cisla.

Definice. Cislo 2 € *R se nazve
(1) nekonecné malé, pokud pro kazdé standardni kladné redlné € (tj. ¢ € R;)
plati |z| < &,
(2) omezené, pokud existuje C' € R, takové, ze |z| < C,
(3) nekonecné velké, pokud |z| > C pro kazdé C € R..
Rekneme, Ze z je nekonecné blizko k y, pokud  — y je nekoneéné malé. Zapisujeme
TR Y.
Tvrzeni. (vlastnosti =) Pro hyperredlna ¢isla a,b,c,d € *R plati:

(1) ambd & brc=a=c,
(2) amec & bmd=>a+bxc+d,
(3) a=0 & b je omezené = a-b 0.

Trocha nestandardni analyzy

Definice. Pro omezené hypercislo x € *R definujeme standardni cdst stz = x,
kde zp € R je to jediné (standardni) redlné ¢islo spliujici z ~ x¢. (Takové &islo
existuje, protoze realné ¢isla jsou dplnd.)

Definice. Rekneme, 7ze posloupnost relanych ¢isel (a,,)2° ; ma limitu a € R, pokud
pro vSechny nekonecné velké indexy N plati ay = a.

Definice. Rikéme, 7e funkce f:R — R je spojitd, pokud pro libovolné z € R a
y € *R takové, ze y =~ z, plati i f(y) = f(z).

Definice. Rikame, Ze funkce f:R — R je stejnomérné spojitd, pokud pro libovol-
nou dvojici redlnych hyperéisel z,y € *R plati z = y = f(z) =~ f(y).

Uloha. (Bolzanova véta) Spojita funkce f nékde nabyva zéporné hodnoty, nékde
jinde kladné. Dokazte, ze pak nékde nabyva nuly.

Uloha. (Weierstrassova véta) Dokazte, Ze spojita funkce na uzavieném intervalu
nabyva maximalni hodnoty.

Uloha. Jsou dany dvé funkce f, g: R? — R spliiujici pro libovolné reilné z z inter-
valu (0,1)
f(z,0) <0, g¢(0,z) <0, f(z,1)>0, g(1,2)>0.

Dokaite, ze pak existuji redlné ¢isla x, y takova, Ze f(z,y) = g(x,y) = 0.
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Konstrukce hyperredlnych Cisel

Doposud jsme zaujimali axiomaticky pristup — tedy zavedli jsme si dva axiomy,
které maji hyperrealna ¢isla spliiovat. Je ale mozné k tomu pristoupit i konstrukéné
a hyperrealnd ¢isla si ,,vyrobit“ z realnych. Myslenka je nasledujici: Nekonecné malé
nenulové ¢islo budeme reprezentovat posloupnosti nenulovych redlnych ¢isel blizicich
se k nule.

Tedy hyperrealné ¢éislo a pro nas bude posloupnost (a;)$2,, kde a; € R. Operace
budeme definovat po slozkach, tedy

a—i—bz(al,ag,ag,...)—i-(b17b2,b3,...):(a1+b17a2+b2,a3+b3,...)

a podobné pro nasobeni. Redlna ¢isla ztotoznime s konstantnimi posloupnostmi,
tedy = € R ztotoznime s posloupnosti (z,z,, ... ).

Aby tato myslenka fungovala, je potfeba se jesté zbavit technického tskali, kvuli
kterému se posloupnosti nechovaji jako redlna ¢isla (neni splnén princip transferu).
Naptiklad, v redlnych ¢islech plati: pro x # 0, y # 0 je z -y # 0. To pro nase
posloupnosti neplati, protoze

(1,0,1,0,...)-(0,1,0,1,...) = (0,0,0,0,...).

Také neni viibec jasné, jak posloupnosti porovnavat, tedy jak rozhodnout, ktera
z dvou posloupnosti je vétsi. Problém vyfesime tak, zZe nas budou zajimat prvky jen
na nékterych pozicich. Presnéji fe¢eno, budou nas zajimat prvky na velké mnoziné
indext. Proto vSechny mnoziny prirozenych cisel rozdélime na malé a velké tak, aby
platilo nasledujici.
(1) Kazda jednoprvkovd mnozina {n} je mald, prazdnd mnozina je mal4.
(2) Pokud A, B C N jsou obé velké, pak AN B je velka.
(3) Pokud A C N je velkd a A C B C N, pak B je velka.
(4) Pro kazdou A C N je jedna z dvou mnozin A, N\ A velkd (a tedy ta druhd
je mald).

Fakt. (existence netrividlniho ultrafiltru na N) Podmnoziny N takto rozdélit Ize.

Nyni tedy dvé hyperéisla a = (a;)2,, b = (b;)$2; prohlasime za totoznd, pokud
{i € N:a; = b;} je velkd mnozina. Tim se vyfesi nas problém s ndsobenim, protoze
pokud a - b je 0, pak nutné a nebo b ma nuly na velké mnoziné indexti.

Daéle nam to umozni kazda dvé hypercisla porovnat. Mame totiz rozklad N na tii
disjunktni mnoziny

{iEN:ai<bi}, {iEN:ai:bi}, {iEN:ai>bi},

z nichz je (diky vlastnostem velkych mnozin) pravé jedna velka. Podle toho, kterd
je velka, rozhodneme, jestli a < b, a = b, nebo a > b.

Ve skutecnosti jsme touto konstrukci zaridili, ze oba pozadované axiomy jsou
splnény, a opravdu jsme tak zkonstruovali hyperrealna cisla.
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