Nejvétsi spolecny délitel

STEPAN SiMsaA

ABSTRAKT. Nejvétsi spoleény délitel je zakladni pojem elementarni teorie ¢isel. Tento
pojem, zvlasté ve spojeni s Euklidovym algoritmem, mé pfes svou jednoduchost ne-
jedno praktické vyuziti. V olympidadni matematice ndm usnadni FeSeni spousty pri-
kladi nebo aspon jejich casti a tento prispévek ma pravé za ukol procvicit techniky,
jak nejvetsi spolecny délitel vypocitat a jak ho vyuzit pfi feseni aloh.

Neni-li feceno jinak, ¢islem budeme myslet celé ¢islo.

Definice. Rekneme, Ze ¢islo a # 0 déli ¢islo b (piseme a | b), pokud existuje ¢islo
c takové, ze ac = b.

Tvrzeni. Pokud a | b, tak bud b = 0, nebo |a| < |b|. Pokud navic |a| # |b], tak
la| < 2|b| atd.

Uloha 1. Urdete viechna cela kladna &isla m, n takova, ze n déli 2m — 1 a zarovei
m déli 2n — 1. (MO 59-A-TI-3)
Definice. Mé&jme ¢&isla a,b. Pak jejich nejvétsi spoleény délitel (NSD) je nejvétsi
pfirozené ¢islo d takové, ze d | a, d | b. Zna¢ime ho (a,b). Podobné nejmensi spoleény
nasobek je nejmensi pfirozené ¢islo d takové, ze a | d, b | d, a znacime jej [a, b].

Cvi€eni. Spocitejte (—15,24).

Tvrzeni. Plati:

() (2,0) = (0,0) = (~,0) = [a,a] = [1,0] = |a].
(ii) (a,b) = (bya) = (a —b,b) = (b—a,b) = (a —b,a) = (a+ b, a).
(1 (a,b) = |a|, pravé kdyz a | b, a také pravé kdyz [a,b] = |b].

b

jat

)

iii)

(iv) (ab,ac) = a(b,c).

(v) (a,b)[a,b] = ab.

(vi) Pokud d | a,d | b, takid| (a,b).
) (b,c) | (ab,c) | (a,c)(b,c) | a(b,c).

Tvrzeni. (Euklidiv algoritmus) Diky druhé vlastnosti miizeme spocitat (a,b) tak,
Ze ode¢teme mensi ¢islo od vétsiho, dostaneme novou dvojici ¢isel (se stejnym NSD)
a postup budeme opakovat, dokud nebude jedno z ¢isel nula.
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Uloha 2. Uréete, kolik (uspofddanych) dvojic piirozenych éisel a, b splituje rovnici
[a, 70] 4 [b, 70] = 210.

Definice. O dislech a, b fekneme, Ze jsou nesoudélnd, pokud (a,b) = 1.
Tvrzeni. Plati:
(i) Pokud (b,c) =1, pak (ab,c) = (a,c).
(ii) Pokud (b,¢) = 1, pak (a,bc) = (a,b)(a,c).
Uloha 3. Urcete, pro kterd &isla a, b, ¢ plati [a, c] + [b,c] = (a + b)e.
Uloha 4. Uréete mozné hodnoty vjrazt pro nesoudélné éisla a, b:
(i) (a+b,ab),
(i) (a® + b2 ab),
(iii) (a+ b,a — ),
(iv) (a®,(a+1)%).
Uloha 5. Ukazte, e zlomek
2In+4
14n +3

je v zdkladnim tvaru pro kazdé pfirozené ¢islo n. (IMO 1959)

Uloha 6. Dokazte, ze pro kazda pFirozena m, n plati

(2m —1,2" —1) =20mm) 1,

Uloha 7. Pro ktera cela ¢isla n je viraz

nd—3
n—3

celod¢iselny? (N4boj 2007)

Uloha 8. S vyuzitim vztahu F, = Fj - Fj,_x—1 + Frx—1 - F,,_ ukazte, Zze pro
Fibonacciho posloupnost plati

Uloha 9. Zjistéte, pro ktera pfirozen ¢isla a, b je hodnota podilu

P+ab+a+b-—1
a?+ab+1

rovna celému éislu. (MO 57-A-III-3)

Rozklad na du, dv

Casto se v tiloh4ch vyplati rozepsat ¢isla a, b jako a = du, b = dv, kde d = (a, b).
2



STEPAN SIMSA

Uloha 10. Uréete, pro ktera é&isla a, b plati (a,b) + [a,b] = a + b.
Uloha 11. Rozhodnéte, zda soucet nékterych dvou pfirozenjch &isel je délitelem
jejich nejmensiho spole¢ného nasobku.

Uloha 12. Najdéte viechny dvojice pfirozenych &isel x, y takové, ze

J)yQ

Tty

je prvodislo. (MO 58-A-1-3)
Uloha 13. Necht n, k jsou pfirozena ¢isla a k je navic bezétvercové!. Predpokla-
dejme, ze
nd+ 22+ k
n2+k
je celé ¢islo. Dokazte, ze pak uz plati n = k. (MKS 33-9-1)
Uloha 14. Pro dané prvoéislo p najdéte viechny trojice pfirozenych &isel (a, b, c)
splnujici
la,d] +[b,c] p*>+1 .
a+b Cop2 42

(MO 59-A-1-6)

Uloha 15. Dokaite, ze pro libovolné pfirozena ¢isla a, b, ¢ plati

[a/7 b? 0}2 (a’7 b7 C)2

[a,b] - [b,c] - [c,a] — (a,b)-(b,c)-(c,a)

(USAMO 1972)

Uloha 16. Nechf ay,...,ay, by, ..., by jsou pfirozena é&isla, kterd spliwji (a;, b;) = 1
pro kazdé i € {1,...,k}. Dale bud m = [by, ..., bx]. Ukazte, Ze plati

aim arm ~ (a a)
bl ge ey bk — 1yeeey k)

(IMO shortlist 1974)
Uloha 17. Ukaite, Ze pokud je p takové liché prvoéislo, Ze i 2p + 1 je prvoéislo,
pak existuji pravé ¢tyti prirozena cisla k takova, ze
2p+ k| 2p 4+ K2
(Variace na MO 58-A-1I1-4)

IBezétvercové &islo je takové, které pro a > 1 neni délitelné ¢islem a2
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Tvrzeni. (a,b) = d je nejmensi kladné ¢islo z ¢isel tvaru ka + Ib a ¢isla tohoto
tvaru jsou pravé nasobky cisla d.

Tvrzeni. (Bézoutova véta) Pro ¢isla a, b existuji takova ¢isla k, I, Ze ka+1b = (a, b).

Navody

1. Rozeberte moznosti n = 2m —1 (resp. m = 2n— 1) a pak vyuZijte prvni tvrzeni.
Jedno z ¢isel musi byt délitel 70 a druhé nasobek 4 a délitel 140.

Ziejmé [a, c| | ac a musi nastat rovnost.

(i), (ii) pouzijte (a,bc) = (a,b)(a,c) pro nesoudélnd b, ¢, (iii) pouzijte (2a,b) |
(a,b), (iv) co znamend nesoudélnost pro prvociselné rozklady?

R

5. Eukliduv algoritmus.

6. Pro m > n rozepiste 2™ = (2" — 1)2m " 427",

7. Vyraz je celociselny, pravé kdyz |n— 3| = (n® —3,n—3). Nyni miizeme aplikovat
Euklidav algoritmus.

8. Nejprve dokazte, ze po sobé jdouci ¢leny jsou nesoudélné.

9. Jmenovatel musi dé€lit i soucet Citatele s jmenovatelem. Tento soucet rozlozte na
soucin a ukazte, ze jeden Clen je s jmenovatelem nesoudélny.

10. Po substituci a = du, b = dv a Gpravé vyrazu rozlozte na soudin.

11. Po substituci a = du, b = dv a podéleni obou stran délitelnosti d ukazte, Ze
obé strany délitelnosti jsou nyni nesoudélné.

12. Po substituci = du, y = dv ukazte, ze u + v | d> a uv? déli cely zlomek.
Rozeberte dva piipady, u = 1 a v > 1. V druhém piipadé rozlozte d?> — 1 na soudin.
13. Po substituci n = du, k = dv si uvédomte, ze (d,v) = 1.

ac a

14. Vyuwijte [a,c] = g = agC

15. Pro d = (a,b,c) rozepiste a = d(%,2)(%, £)u. Uvédomte si, Ze to jde diky
tomu, co musi byt s ¢im nesoudélné. Poté trpélivé upravujte.

16. Dokazujte pro jedno prvocislo. Pokud p | m, tak si vyberte takové i, ze b; mé
maximalni mocninu p.

17. Rozeberte ¢tyfi moznosti podle toho, ¢emu se rovna (2p, k).

Literatura a zdroje

[1] Michal Rolinek, Dikazové metody v teorii éisel,
http://mks.mff.cuni.cz/library/.
[2] Josef Svoboda, Stépan Simsa: Seridl Teorie ¢isel, mks.mfF.cuni.cz/archive/.



