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ABSTRAKT. Prednéska se zabyva historii vzniku neeukleidovské geometrie, geome-
trii na kfivych plochéch, sférickou a hyperbolickou geometrii a jejich souvislosti se
souCtem velikosti vnitfnich thla v trojuhelniku. Tento prispévek je pouze velmi struc-
nym shrnutim nékterych ¢asti prednasky a neni zamyslen jako plnohodnotny studijni
material.

Kolem roku 300 pf. n. 1. popsal Eukleides ve svém slavném dile Zdklady pét za-
kladnich axiomt geometrie. Ten posledni, tzv. paty Eukleiduv postulat, mél zasadni
vliv na dalsi vyvoj geometrie.

Axiom rovnobézZnosti (paty Eukleiduv postulat): Kazdym bodem B, ktery
neleZi na piimce p, lze vést pravé jednu piimku p’, kterd neprotind p.

Dlouha staleti se jej matematici beztispésné snazili dokazat z predchozich ¢étyrt,
coz nakonec vedlo k objevu neeukleidovské geometrie — takové, ktera stoji na prv-
nich ¢tyfech Eukleidovych axiomech a pfedpoklada, ze ten paty neplati. Podle toho,
jakym zpisobem paty axiom popreme, rozliSujeme dva zakladni typy neeukleidovské
geometrie — sférickou a hyperbolickou.

Sféricky axiom: Neexistuje Zddnd piimka vedena bodem B, ktera neprotind p.

Hyperbolicky axiom: Existuji nejméné dvé ruzné piimky vedené bodem B, které
neprotinaji p.

Nazvy ,sféricka“ a ,hyperbolickd* vychazi z toho, jaky maji tyto geometrie mo-
del. Tim je néjaka (v téchto piipadech kiivad) plocha, na kterou se daji vhodnym
zpusobem kreslit geometrické objekty tak, ze spliuji prislusné axiomy. Nejjedno-
dussim modelem sférické geometrie je povrch koule (sféra), kde pfimky jsou ,velké“
kruznice (pruniky sféry s rovinami, které prochazeji jejim stfedem). Hyperbolickou
geometrii lze kreslit naptiklad na tzv. pseudosféru.
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Sféra (se dvéma pfimkami)

Pseudosféra,

Souvislost se souctem ahli v trojahelniku

Jednou ze zakladnich vét eukleidovské geometrie je ta, kterd iika, ze soucet veli-
kosti vnit¥nich Ghld v trojihelniku je roven 180°. Tento vysledek je ve skutecnosti
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ekvivalentni axiomu rovnobéznosti. V neeukleidovské geometrii se tedy soucet thla
v trojuhelniku lisi od 180°. Oznac¢me

E(T) = soucet velikosti vnit¥nich hla trojihelnika 7' — 180°

tzv. tthlovou vychylku trojihelnika T'. Panové C. F. Gauss a J. H. Lambert nezavisle
studovali thlovou vychylku v obou zminovanych geometriich a podafilo se jim zjistit
nasledujici:
e Ve sférické geometrii je soucet vnitfnich thld v trojuhelniku vétsi nez 180°,
tj. £ >0.
e V hyperbolické geometrii je soucet vnitinich thlt v trojihelniku mensi nez
180°, tj. £ < 0.

Navic zjistili, ze thlova vychylka trojuhelniku 7" je uréena jeho obsahem, konkrétné
E(T) = kS(T),

kde k je néjaka konstanta, ktera je kladnd ve sférické geometrii a zaporna v hyper-
bolické geometrii. Ukdzeme si, jak to dokdzat pro trojihelniky na sfére.

Tvrzeni. Pro trojihelnik T na sféfe o poloméru R plati
E(T) = kS(T),

pfidemz k = 1/ R

Dikaz. Prodlouzime hrany trojihelnika T' na velké kruznice, ¢imz obdrzime celkem
8 trojuhelniki — trojahelniky T', T, T3, Ty a jejich protilehlé obrazy (viz obrazek).
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Protoze povrch sféry je roven 4mR?, dostédvame
S(T) + S(Tw) + S(Tp) + S(T,) = 27 R2. (1)

Na druhou stranu trojuhelniky 7" a T, dohromady tvori srpek o obsahu rovném
(a/27) krat povrch celé sféry. Tedy

S(T) + S(T,) = 2aR?.

Podobné
S(T) + S(Tp) = 26R?,

S(T) + S(T,) = 2vR?.
Dohromady
3S(T) + S(Ta) + S(Ip) + S(Ty) = 2(a + B+ ) R2.
Odeétenim této rovnice od (1) dostdvédme
S(T) = (a+f+vy—mE?
jinymi slovy
E(T)=kS(T), kde k= —

coz jsme chtéli dokazat.
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