Nebojime se geometrie
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ABSTRAKT. V uvodu pfispévku je uvedeno nékolik znamych tloh, jejichz feseni ilu-
struje zakladni techniky rovinné geometrie, jako jsou napiiklad tthleni nebo mocnost.
Zbytek tvofi pseudondhodny vybér péknych a geometrickych Gloh rtiznych obtiznosti,
na jejichz feSeni nejsou potieba hluboké znalosti.

Nejprve si svizné projedeme nékolik typickych ,provart“, které je dobré znat,
a pak se pustime do feseni vesmés ndhodnych tloh. Budeme se snazit lohy nejen
vyiesit, ale i uvédomit si, pro¢ nase feseni vede zrovna touto cestou. Ulohy nejsou
fazeny podle obtiznosti.

Vyzva. Kreslete si (co nejhezéi) obrazky! Casto je daleko tézsi piijit na to, co
v obrazku plati, nez to pak dokézat.

Zakladni vzdélani

Tvrzeni. (Mocnost) Dokazte, Ze spojnice prisecikt dvou protinajicich se kruznic
puli jejich spole¢nou tecnu (jakozto tsecku danou body dotyku).

Tvrzeni. (Bod S) Je déan trojiihelnik ABC'. Priisecik S, osy vnitiniho tthlu u A
a osy BC lezi na kruznici opsané a je stredem kruznice BICE,, kde I a E, jsou
postupné vepsi§té a A-pfipsisté. Navic |S,I| = |9,C|.

Tvrzeni. (Shooting lemma) Je dédna tétiva BC kruznice k a stied jejiho oblouku
Sa- Jim prochézejici piimky p, q protnou piimku BC' a kruznici k ve ¢tyfech bodech
lezicich na jedné kruznici.

Tvrzeni. (Equal tangents) Body dotyku kruZnice vepsané a pripsané se stranou
trojihelnika jsou symetrické podle jejiho stfedu.

Kolik aloh date?
Uloha 1. Vnéj§i spolecné teény dvou neprotinajicich se kruznic se jich dotykaji

ve vrcholech rovnoramenného lichobézniku. Dokazte, Ze jeho uhlopficka vytind na
obou kruznicich stejné dlouhé tétivy.
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Uloha 2. Mgéjme trojuhelnik ABC s obvodem 4. Na poloptimkich AB a AC
ozna¢me postupné body X, Y tak, Ze |AX| = |AY| = 1 a tsetky BC a XY se
protinaji v bodé M. Dokazte, Ze alesponi jeden z trojuhelniki ABM, ACM ma
obvod 2.

Uloha 3. Necht ABC je ostrouhly trojthelnik. Na straniach AB a AC zvolime
po fadé body M, N. Kruznice s pruméry BN a C'M se protinaji v bodech P a Q.
Dokazte, ze body P, @ a ortocentrum H trojuhelnika ABC lezi na pfimce.

(KMS 2003)

Uloha 4. Dokaite, Ze kolmisté je stfedem kruznice vepsané trojihelniku s vrcholy
v patach vysek.

Uloha 5. Necht L je libovolny vnitini bod kratsiho oblouku C'D kruznice opsané
étverci ABC'D. Ozna¢me K pruse¢ik piimek AL a CD, M prusecik piimek AD a
CL a N prusecik pfimek MK a BC. Dokazte, ze body B, L, M, N lezi na téze
kruznici. (MO 53-111-4)

Uloha 6. Ve étverci ABCD oznaéme M stied strany AB. Kolmice na MC pro-
chazejici bodem M protina stranu AD v bodé K. Ukazte, ze |[<BCM| = |[<KCM|.

Uloha 7. V trojihelniku ABC se vepsand kruznice dotyka strany BC' v bodé D.
Pfimka S, D protne opsanou v bodé X. Dokazte, ze |<IX A| = 90°, kde I je vepsisté
trojuhelnika ABC'.

Uloha 8. Na strané BC daného ostrotihlého trojuhelniku ABC' lez body P a
Q tak, Ze |[<PAB| = |<BCA| a |<CAQ| = |<ABC|. Body M a N lezi po fadé na
pfimkach AP a AQ, pficemZ bod P je stfedem tisecky AM a bod @ je stfedem tisecky
AN. Dokazte, ze piimky BM a C'N se protinaji na kruznici opsané trojihelniku
ABC. (IMO 2014)
Uloha 9. Na strané BC ostrouhlého trojihelnika ABC s kolmistem H je dan
bod D. Kolmice na DH vedena bodem H protne strany AB, AC v bodech F, F.
Dokazte, ze
|BD|  |FH]
|DC|  |HE|
(Polsko)

Uloha 10. Uhlopiicky tétivového étyfthelnika ABCD se protinaji v bodé P.
Ozna¢me K, L paty kolmic z P na AB, C'D a déale bud M stied strany AD. Dokazte,
7e |IMK| = |ML]. (USA TST 2000)
Uloha 11. Ve étyfahelniku ABCD svira spojnice stiedu stran BC' a AD stejné
thly s obéma thloprickami. Dokazte, ze tyto thlopficky jsou stejné dlouhé.

(ARO 1990)
Uloha 12. V trojahelniku ABC oznaéme A patu visky z vrcholu A. Ukazte, Ze
paty kolmic vedenych z bodu Ag na zbylé strany trojuhelnika a zbylé vysky lezi
v pfimce.
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Uloha 13. Uhlopiicky AC a BD tétivového ¢tytiihelnika ABCD se protinaji v P.
Stiedy kruznic opsanych ABCD, ABP, BCP, CDP a DAP ozna¢me postupné O,
01, Oz, O3 a Oy4. Ukazte, ze OP, 0103 a O304 prochéazeji jednim bodem.

Uloha 14. V trojthelniku ABC plati |[<BAC| = 120°. Ozna¢me D, E a F pri-
seéiky os thlu se stranami BC, AB, AC. Dokazte, ze |<EDF| = 90°.

Uloha 15. Na strané AB pravouhlého lichob&zniku ABCD (AD || BC 1 AB)
zvolime bod X tak, aby <CX D byl pravy. Dokazte, ze se kolmice na C'X skrz B a
kolmice na DX skrz A protinaji na C'D.

Navody

1. Dokreselete chordalu kruznic.

2. Dokreslete pripsanou kruznici k ABC a kruznici se stfedem v A a nulovym
polomérem.

3. Thaletovka a mocnost.

4. Vythlete.

5. Vyuhlete. Lépe se prenasi ty thly, které maji na kruznici opsané ctverci svoji
tétivu.

6. Najdéte tétivak.

7. Dokazte <S,ID = <1S, X1. Pouzijte vlastnosti bodu S a Shooting lemma.

8. Dokreslete sttedy AB a AC a téznicemi vyrobte podobné trojuhelniky

9. Na polopfimku BH naneste X, aby |BH|/|HX| = |BD|/|DC]|, a odhalte kol-
misté.

10. Stredy PA a PD, jakozto stfedy pfepon pravouhlych trojuhelnikt, vibec
nejsou Spatné body.

11. Dokreslete stied AB.

12. Vyuhlete, ze tfi z danych boda lezi v pfimce.

13. Odhalte rovnobézniky a dokazte, Ze tam opravdu jsou.

14. Cim je E vadi ADC?

15. Vyuzijte obdélnik a jen ovéfte néjaky pomeér.
Zdroje
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Dale jsem cCerpal z riznych soutézi.



