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Úloha 1. Vyřešte pro x ∈ R rovnici

1 + sin
x+ π

5
· sin x− π

11
= 0.

1 Zadání Zadání - Náboj 2010

Úloha 2. Tři členy důležitého výboru čeká hlasování, zda chtějí přijmout nového člena. Podle pravidel
výboru se prvně hlasuje o tom, kdo bude kandidát na přijetí (zda Žofie nebo Přemysl) a teprve v druhém
kole se hlasuje, zda se výbor rozšíří nebo ne. Preference jednotlivých členů výboru jsou následující.
Pankrác: Žofie > nikdo > Přemysl
Servác: nikdo > Žofie > Přemysl
Bonifác: Přemysl > Žofie > nikdo
Jak hlasování dopadne, pokud se ledoví muži chovají racionálně a

(a) nikdo nezná preference ostatních,

(b) všichni znají preference všech.
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Úloha 3. Na přímce p jsou dány body K,L. Kružnice k resp. l mají vnější dotyk v bodě T a navíc se
dotýkají přímky p v bodech K resp. L. Určete množinu bodů T .

1 Zadání Zadání - Náboj 2010

Úloha 4. Zjistěte, v závislosti na n ∈ N, čemu se rovná výraz

V (n) =
1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

n · (n+ 1) .
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Úloha 5. Najděte všechna prvočísla, jejichž ciferný součet je roven 3.
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Úloha 6. Mějme graf na n vrcholech. Každý vrchol má stupeň alespoň k < n. Dokažte, že existuje cesta
o k + 1 vrcholech.
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Úloha 7. Na stranách BC,CA,AB trojúhelníka ABC jsou postupně zvoleny body X,Y, Z. Dokažte, že
kružnice opsané trojúhelníkům AY Z,XBZ,XY C procházejí jedním bodem.

1 Zadání Zadání - Náboj 2010

Úloha 8. Zapište následující větu formálně a znegujte: Určitě to nádobí jednou půjdu utřít, ale rozhodně
jej nepůjdu umývat.
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Úloha 9. Nechť D je bod na přeponě AB pravoúhlého trojúhelníka ABC. Dále X je střed kružnice
opsané △ADC a Y střed kružnice opsané △BDC. Dokažte, že body C, D, X a Y leží na jedné kružnici.
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Úloha 10. V trojúhelníku ABC označme B0, C0 paty výšek z vrcholů B,C. Buď X bod na straně BC

různý od B,C. Předpokládejme, že kružnice opsané trojúhelníkům XBC0 a XCB0 se podruhé protnou
v bodě Y . Ukažte, že body A,X, Y leží v přímce.
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Úloha 11. Najdi všechny funkce f :R → R, které pro všechna x, y ∈ R splňují rovnici

xf(x+ y) = x2 + yf(x).
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Úloha 12. Nalezněte rovnovážný bod hry zadané maticí:

strategie t1 t2 t3
s1 (1, 0) (1, 3) (3, 0)
s2 (0, 2) (0, 1) (3, 0)
s3 (0, 2) (2, 4) (5, 3)
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Úloha 13. Znegujte následující výrokovou formuli a zapište: (∀n ∈ N)(∃m ∈ N)(∀x ∈ R) : ((xm =
n

√
2) ∨ (n a m jsou prvočísla)).
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Úloha 14. Spočítejte

cos4
π

24
− sin4 π

24
.
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Úloha 15. Určete všechny dvojice (a, b) reálných čísel, pro něž mají rovnice

x2 + (3a+ b)x+ 4a = 0, x2 + (3b+ a)x+ 4b = 0

společný reálný kořen.

1 Zadání Zadání - Náboj 2010

Úloha 16. Najděte všechny funkce f :R → R splňující pro všechna x, y ∈ R rovnici

f(f(x)f(y)) = f(xy) + f(x) + y.
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Úloha 17. Je dán tětivový pětiúhelník ABCDE takový, žeBA = BC. Přímka určená body P = BE∩AD
a Q = CE ∩BD protne kružnici opsanou v bodech X,Y . Dokažte BX = BY
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Úloha 18. Ať f(n), kde n ≥ 0, značí počet oblastí v rovině, na které ji dělí n přímek takových, že žádné
dvě nejsou rovnoběžné a žádné tři neprochází jedním bodem. V závislosti na n nalezněte f(n).
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Úloha 19. V trojúhelníku ABC zjistěte hodnotu výrazu

|AH |+ |BH |+ |CH |
|OMa|+ |OMb|+ |OMc|

,

kde H je ortocentrum, O střed kružnice opsané a Ma,Mb,Mc středy stran a, b, c.

1 Zadání Zadání - Náboj 2010

Úloha 20. Znegujte následující výrokovou formuli (celou) a správně zapište: (∀x ∈ R)(∃y ∈ R) : ¬φ(x)∨
(µ(y) ∧ φ(y) = 1) a ∀n ∈ N : φ(xn − yn) = 0 ∨ (x− y)n ≤ xy, kde φ a µ jsou výrokové formule.
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Úloha 21. Najděte největší přirozené číslo n s nenulovými ciframi takové, že 2s(n) = s(n2). Symbolem
s(n) značíme ciferný součet čísla n.
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Úloha 22. V trojúhelníku ABC vyjádřete délku spojnice bodu dotyku kružnice vepsané s protějším
vrcholem A pouze pomocí x, y, z, což jsou vzdálenosti vrcholů trojúhelníka od bodů dotyku kružnice
vepsané.
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Úloha 23. Je dána kružnice k a bod A ležící vně k. Uvažme všechny kružnice l procházející bodem A a
mající s k vnější dotyk (bod dotyku označme B). Tečny kružnice l v bodech A,B se protnou v bodě P .
Najděte množinu bodů P .

1 Zadání Zadání - Náboj 2010

Úloha 24. Dokažte, že pro reálná x, y platí

x2 + y2 + 1 ≥ xy − x+ 2y.
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Úloha 25. Je dán rovinný graf takový, že všechny jeho stěny jsou ohraničené třemi hranami (včetně
vnější). Každý vrchol obarvíme jednou ze tří barev. Dokažte, že počet trojúhelníků, které mají každý
vrchol jinou barvou, je sudý.

1 Zadání Zadání - Náboj 2010

Úloha 26. Vypočítajte
n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)(

n+ k

n

)

.
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Úloha 27. V trojúhelníku ABC, kde úhly při vrcholech A,B,C jsou postupně α,β,γ, platí

3 sinα+ 4 cosβ = 6,

4 sinβ + 3 cosα = 1.

Určete velikost úhlu γ.
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Úloha 28. Najděte všechny funkce f :R → R splňující pro všechna x, y ∈ R rovnici

f(x+ y) + 2f(x− y) = 3f(x)− y.
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Úloha 29. Je dán rovnoběžník ABCD s tupým úhlem ABC. Na jeho úhlopříčce AC v polorovině BDC

zvolme bod P tak, aby platilo ∢BPD = ∢ABC. Dokažte, že přímka CD je tečnou ke kružnici opsané
trojúhelníku BCP , právě když úsečky AB a BD jsou shodné.
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Úloha 30. Najděte kvadratický trojčlen ax2 + bx+ c takový, že zvětšíme-li libovolný z jeho koeficientů
o 1 získáme trojčlen, který má dvojnásobný kořen.
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Úloha 31. Pomocí poloměru R kružnice opsané a poloměru r kružnice vepsané vyjádřete délku OI

spojnice jejich středů.


