Vzorova resent Naboj 2010

Uloha 1. Vyfeste pro x € R rovnici

L+sin 25T n 2" _,
11
Vysledek.
137
T=— + 55km, k€ Z.

Ndvod. Po prevedeni jednicky na druhou stranu rovnice ziskdme rovnici sin 2% - sin 2=% = —1, a tedy
vzhledem k omezenosti funkce sinus musi platit bud ””Jg” = 37” +2nm,n €Za HF =5 +2mr,m €L
nebo “5"’ =g t2nm,n€Za*H = 377’ + 2mm, m € Z. Zkombinovanim dostaneme vysledek.

Uloha 2. Tii ¢leny dilezitého vyboru éeka hlasovani, zda chtéji pfijmout nového ¢lena. Podle pravidel
vyboru se prvné hlasuje o tom, kdo bude kandidat na p¥ijeti (zda Zofie nebo Piemysl) a teprve v druhém
kole se hlasuje, zda se vybor rozsifi nebo ne. Preference jednotlivych ¢leni vyboru jsou nasledujici.
Pankrac: Zofie > nikdo > Pfemysl
Servac: nikdo > Zofie > Pfemysl
Bonific: Piemysl > Zofie > nikdo

Jak hlasovani dopadne, pokud se ledovi muzi chovaji racionalné a

(a) nikdo nezna preference ostatnich,

(b)  vSichni znaji preference vSech.

Vysledek.
(a) Z
(b) Z

Ndvod. nakresli se rozhodovaci strom a uhada se to. (-

Uloha 3. Na piimce p jsou dany body K, L. Kruznice k resp. [ maji vnéjsi dotyk v bodé T a navic se
dotykaji pfimky p v bodech K resp. L. Urcete mnozinu bodi 7'.

Vysledek. Kruznice nad primérem K L bez bodt K, L.

Ndvod. Pro stfed M tsecky KL z mocnosti plati |M K| = |MT| = |ML|, takze T musi leZet na kruznici
nad prumeérem. Naopak ke kazdému bodu této kruznice riznému od K, L lze snadno sestrojit odpovidajici
kruznice.

Uloha 4. Zjistéte, v zavislosti na n € N, ¢emu se rovna vyraz

1 1
Vi =15+337

I N
3-4 n-(n+1)

Vysledek. V(n) = n/(n + 1).

Ndvod. Dosazenim n = 1 dostaneme V(1) = 1/2, pro n = 2 dostaneme V(2) = 2/3. Mdme hypotézu, ze
V(n) = n/(n+1). Tu dokdzeme indukci. Sta¢i ndm jen indukéni krok, jelikoz mame V(1) = 1/2. Tedy
celkové plati

1 n !
Vin+1)=V(n)+ m+1)(n+2) n+l * (n+1)(n+2)

n?+2n+1 (n+1)2 n+1

C(n+1)(n+2) (r+Dn+2) n+2’

coz jsme chtéli dokazat.
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Uloha 5. Najdéte vsechna prvoéisla, jejichz ciferny soucet je roven 3.

Vysledek. Pouze prvocislo 3.

Ndvod. Kdykoliv je ciferny soucet néjakého Cisla délitelny tiemi, je i ¢islo samo délitelné tifemi, a tedy
jedinym feSenim tlohy je ¢islo 3.

Uloha 6. Mé&jme graf na n vrcholech. Kazdy vrchol méa stupeii alespoii k < n. Dokaite, Ze existuje cesta
o k + 1 vrcholech.

Visledek. Ano, vazné existuje.

Ndvod. Oznacime si nejdelsi cestu v, ve, ..., Vm. Pro spor predpokladejme, ze m < k + 1. Koukneme se
na vrchol v;. Ten nesmi sousedit s vrcholem, ktery neni v této cesté, protoze by pak nebyla nejdelsi. Ma
tedy supen maximélné m — 1, coz je podle predpokladu mensi nez k. A to je spor se zaddnim.

Uloha 7. Na stranich BC, CA, AB trojahelnika ABC jsou postupné zvoleny body X,Y, Z. Dokaite, Ze
kruZnice opsané trojuhelnikim AY Z, X BZ, XY C prochézeji jednim bodem.

Vysledek. Je to tak.

Ndvod. Ozna¢me P prusecik kruznic AY Z a XBZ. Pak

<X PY =360° — (180° — o) — (180° — ) = 180° —
a Ctyruhelnik X PYC je tétivovy.
Uloha 8. Zapiste nasledujici vétu formalné a znegujte: Uréité to nadobi jednou ptijdu utiit, ale rozhodné

jej neptijdu umyvat.

Vysledek. (3t € C(mnozina Gasu): ¢(t) =1 (true)) V (Vu € C : u(u) = 0 (false)) negace: (V¢ € C(mnozina
Casu): ¢(t) = 0 (false)) V (Ju € C : p(u) =1 (true))

Ndvod. Zapis je jednoduchy, po pouziti negace se V a 3 méni jedno za druhé a pokud je né€jaké vyrokové
formuli pfifazena hodnota 1, tak negaci se ji d4 hodnota 0 a naopak.

Uloha 9. Necht D je bod na pieponé AB pravothlého trojihelnika ABC. Dale X je stied kruznice
opsané NADC a Y stfed kruznice opsané ABDC'. Dokazte, ze body C, D, X a Y lezi na jedné kruznici.
Vysledek. Je to tak.

Ndvod. Stredové thly CXD a CY D jsou postupné rovny 2« a 23. Jejich soucet tedy je 180° a jsme

hotovi.

Uloha 10. V trojthelniku ABC oznaéme By, Cy paty vysek z vrcholi B, C. Bud X bod na strané BC
ruzny od B, C. Predpokladejme, Ze kruZznice opsané trojuhelnikim X BCy a XCBj se podruhé protnou
v bodé Y. Ukazte, ze body A, X,Y lezi v pfimce.

Visledek. Ano.

Ndvod. Ctyiahelnik BCCyBy je tétivovy. Bod A mé tedy stejnou mocnost k obéma zadanym kruZnicim,
procez lezi na jejich chordéle.

Uloha 11. Najdi vSechny funkce f:R — R, které pro vSechna x,y € R spliiuji rovnici

af(x+y) =2+ yf(a).

Vysledek. f(x) =

Ndvod. Dosazenim x = 0, y = 1 dostaneme f(0) = 0. Poté dosadime y = —x a dostaneme, e z f(z) = 22,

odtud f(x) = z pro vSechna = € R. Zkouskou ovéfime, Ze takova funkce je feSenim rovnice.



Uloha 12. Naleznéte rovnovazny bod hry zadané matici:

strategie t1 to t3
S1 (170) (173) (370)
52 (07 2) (07 1) (37 0)
53 (072) (274) (573)

Vysledek. prvek (ss,t2)

Ndvod. Rovnovéazny bod je ten prvek, od néhoz jednostranné odchyleni neprinese vyhodu tomu, kdo se
odchylil.

Uloha 13. Znegujte nasledujici vyrokovou formuli a zapiste: (Vn € N)(3m € N)(Vo € R) : ((zm =
{/2) V (n a m jsou prvocisla)).

Visledek. (3In € N)(Vm € N)(3z € R) : ((zm # ¥/2) A (n nebo m nejsou prvoéisla)).

Ndvod. Po pouziti negace se V a 3 méni jedno za druhé. A potom jsou dvé vyrokové formule, pfi¢emz
jedna z nich je tvofena jesté dvéma dalsimi vyrokovymi formulemi. Jenze vSechny tyto vyroky jsou spojeny
pomoci V, takze je jedno v jakém poradi negujeme, a tedy vznikne fada =A A =B A =C.

Uloha 14. Spoditejte

a ™ 4T
cos o sin vk
Vysledek.
V246
—
Ndvod. Pocitejme
4 T a4 T 2 T .2 T 2 T .2 T
cos ﬂ—sm ﬂ:(cos ﬂ+s1n ﬂ)(cos ﬂ—sm ﬂ):
=1 COSl—COS(K—Z)—COSZCOSK—I—SinKSiHK—M
N 12 3 47 T3 4 3774 4

Uloha 15. Uréete viechny dvojice (a,b) realnych &isel, pro néz maji rovnice
22 + (3a + b)x 4 4a = 0, 2+ (3b+a)x+4b=0

spole¢ny realny koten.

Visledek. Dané rovnice maji aspoii jeden spoleény kofen pro vSechny dvojice tvaru (a,2 — a), kde a je
libovolné, a pro vSechny dvojice (a,a), kde a € R\ (0, 1).

Ndvod. Je-li x spole¢ny kofen obou rovnic, plati

2 +Ba+br+4a=0, 2>+ (3b+a)x+4b=0.
Odectenim téchto rovnosti dostaneme (2a —2b)z+4(a—b) = 0, coz po upravé dava (a—b)(xz+2) = 0. Je-li
¢islo z = —2 spoleénym kofenem obou rovnic, dosazenim do kterékoli z nich dostaneme 4 — 2a — 2b = 0,
tedy b = 2 — a. Pro takové b maji obé rovnice pfi libovolné hodnoté parametru a spole¢ny kofen —2.

Jestlize a = b, maji obé dané rovnice stejny tvar z2 + 4ax + 4a = 0. Aspon jeden kofen (samoziejmé
spole¢ny) existuje, pravé kdyz je diskriminant 16a® — 16a nezdporny, tedy pravé kdyz a € R\ (0, 1).

Uloha 16. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro véechna z,y € R rovnici

FF@)fY) = fzy) + f(2) +v.
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Vysledek. f(z) =x+1

Ndvod. Vyraz na levé strané je symetricky, nezméni se tedy, zaménime-li proménné x a y. Proto se ani
vyraz na pravé stran€ nezmeéni zaménou proménnych z a y:

flzy) + f(z) +y = f(yz) + fly) + =

Odtud dosazenim y = 0 dostavame pro vSechna x € R

f(x) =z + £(0).
Dosazenim do ptivodni rovnice zjistime, Ze FeSenim je pouze funkce f(x) =2+ 1 pro z € R.

Uloha 17. Je dan tétivovy pétithelnik ABC DE takovy, ze BA = BC. Piimka uréend body P = BENAD
a Q = CEN BD protne kruZnici opsanou v bodech X,Y. Dokazte BX = BY

Vysledek. Je to tak.

Ndavod. Plati
<PEQ = <BEC = <ADB = <PDQ,

takze EPQD je tétivovy. Nasledné
<DAC = <«DEC = <DPQ

a pfimky XY a AC jsou tak rovnobézné tétivy, které tedy sdileji stied oblouku B. Skuteéné tedy plati
BX = BY.

Uloha 18. At f(n), kde n > 0, znaéi pocet oblasti v roving, na které ji déli n pfimek takovych, ze zadné
dvé nejsou rovnobézné a zadné tii neprochézi jednim bodem. V zévislosti na n naleznéte f(n).

Vysledek.

1 1 2 2
f(m_("; >+1_@+1_%_

Ndvod. Nejprve zkousenim zjistime f(0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3) =T7a f(4) = 11. Jak vidno, rozdily
ndm rostou linedrné, proto vztah pro f(n) bude kvadraticky v proménné n. Pokusime se proto dokézat
f(n) = (";‘1) +1= § + 5 + 1. Pro n = 0 mame, proto predpoklddejme, Ze n piimek nam déli rovinu
na (";‘1) + 1 oblasti. Pfiddme-li jednu primku p, pak predpoklady tilohy ndm zaruci, ze p ma pravé n
prusecikt s ptivodnimi n pfimkami, proto protne pravé (n + 1) oblasti. Kazdou protnutou oblast rozdéli
na dvé, tedy pribude (n + 1) oblasti. Proto

fn+1)=fn)+(n+1)=

1 1 2 2
%—l—l—kn—l—l—%—l—l—cﬁb—; >_|_1.

Uloha 19. V trojthelniku ABC' zjistéte hodnotu vyrazu

|AH|+ |BH| + |CH|
|OM,| + |OM| + |OM.|’

kde H je ortocentrum, O stfed kruznice opsané a M,, My, M. stiedy stran a, b, c.
Vysledek. 2.
Ndvod. Patu vysky z bodu C ozna¢me C. Pak |[AC1| = bcosa, a tedy |AH| = bs'igsﬁo‘ = 2R cos a. Stejnym

zpusobem spoéitame délky BH a CH, |BH| = 2Rcos 3, |CH| = 2R cos~. Jejich souet pak bude

|AH| + |BH|+ |CH| = 2R(cos & + cos 5 + cos ).
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Plati cos @ = 19l cos g = [OMl [co5 = 19Mel 'y Gehoz ihmed vyplyva, Ze soudet [OM,|+|OMy|+|OM,|

je roven R(cosa + cos 3 + cos+y). Hodnota vyrazu je tedy

|AH| 4+ |BH| + |CH| .y
|OM,|+ |OM,| +|OM.| ~— ~

Uloha 20. Znegujte nasledujici virokovou formuli (celou) a spravné zapiste: (Vo € R)(Jy € R) : =p(z) V
(Wy) ANp(y) =1) aVn e N: g™ —y™) =0V (x — y)" < zy, kde ¢ a u jsou vyrokové formule.

Visledek. 3z € R¥y € R : ¢(x) A (—u(y) V ¢(y) = 0) nebo In € N : ¢(z™ — y™) = 1 A (z — y)™ > ay,
Jz e RVy € RIn € N: ¢(z) A (—u(y) V ¢(y) = 0) nebo ¢(a™ —y™) = 1A (z —y)™ > xy.

Ndvod. Po pouziti negace se V a 3 méni jedno za druhé. Dale mtzeme kvantifikdtor ,probublat® na
zacatek k ostatnim, a tedy hned za Jy € R. Ale pozor, dva kvantifikdtory nesmime zaménit pokud jsou
ruzné. Pak postupujeme podle zévorek a pravidel negace takovych, Ze negace konjukce dvou vyrokovych
formuli je disjunkce jejich negaci a negace disjunkce dvou vyrokovych formuli je konjunkce jejich negaci.

Uloha 21. Najdéte nejvétsi prirozené &slo n s nenulovymi ciframi takové, ze 2°(") = s(n?). Symbolem
s(n) znac¢ime ciferny soucet ¢isla n.

Vysledek. 1111

Ndvod. Pouzitim nerovnosti pro ciferny soucet sou¢inu dostavame s(n?) < s(n)?, tedy 25" < s(n)?, coz
implikuje s(n) < 4. Nejvétsi ptirozené ¢islo, které mé ciferny soucet mensi nebo roven ¢tyfem a vSechny
cifry nenulové, je 1111. Snadno ovéfime, Ze ¢islo 1111 splituje podminky zadéni.

Uloha 22. V trojthelniku ABC vyjadiete délku spojnice bodu dotyku kruZnice vepsané s proté&jsim
vrcholem A pouze pomoci z,¥, z, coz jsou vzdalenosti vrchola trojihelnika od bodd dotyku kruznice
vepsané.

Vysledek.
y(r +2)* +2(x +y)*
2

yz.

Ndvod. Ozna¢me onu spojnici g,. Dosazenim do Stewartovy véty dostavame vztah
a(g? +yz) = by + 2,

ktery jiz pouze upravime do tvaru

Uloha 23. Je déna kruznice k a bod A lezici vné k. Uvazme viechny kruznice | prochazejici bodem A a
majici s k vnéjsi dotyk (bod dotyku oznaéme B). Teény kruznice I v bodech A, B se protnou v bodé P.
Najdéte mnozinu bodi P.

Vysledek. Chordéla A a k.

Ndvod. Bod P ma stejnou mocnost k bodu A jako ke kruznici k, takze musi leZet na chordale. Naopak z
kazdého bodu X chordaly muzeme vést tecnu ke kruznici k neprochézejici bodem A, ktera se k dotyka v
B. Do thlu AX B pak lze vepsat kruznici [.

Uloha 24. Dokazte, ze pro redlna z,y plati

22+ 4+1>xy —x+2y.



Vysledek. Je to tak!
Ndvod. Nasobenim nerovnosti dvéma a tpravou dostavame

222 4+ 2y + 2 — 2xy + 20 — 4y = (2% + y* + 22 — 2y — 22y + 1)+
+P -2y + D)+ = (e —y+1)° +(y—1)°+2°>0.

Uloha 25. Je dén rovinny graf takovy, Ze vSechny jeho stény jsou ohranicené tfemi hranami (véetné
vnégjsi). Kazdy vrchol obarvime jednou ze tii barev. Dokazte, Ze pocet trojuhelnikti, které maji kazdy
vrchol jinou barvou, je sudy.

Vysledek. No co se divite, je sudy na tutti.

Ndvod. Kazda sténa bude predstavovat vrchol grafu G. Dva vrcholy z G budou spojené hranou pokud
jim odpovidajici stény maji dva spole¢né vrcholy, a to jeden modry a druhy zeleny. Je jasné, ze zadny
vrchol z G nema stupenl vice nez dvé. Pro trojuhelnik, které ma vSechny tii vrcholy rtizné barvy plati, ze
mé v grafu G stupeii pravé jedna. Ted si stac¢i uvédomit, ze graf G je slozeni nékolika disjunktnich cest
a kruznic. Kazda cesta mé dva vrcholy stupné jedna a kazdé kruznice nema zadny. Tedy soucet je vidy
sudy.

Uloha 26. Vypodcitajte
" n\ (n+k
2 ()(")
k n
Vysledek. (—1)™.
Ndvod. Vieme, 7e n-t4 diferencia postupnosti s je (A"s),, = Y p_o(=1)" ¥ (})sm+k. Toto aplikujeme
pre postupnost s = (":k), ktorej n-t4 diferencia je ("E)H“) = 1. Suma v zadani je teda nulty ¢len tejto
postupnosti a vytknutim (—1)" dostédvame ziadani odpoved.

Uloha 27. V trojthelniku ABC, kde thly pfi vrcholech A,B,C jsou postupné «,3,7, plati
3sina + 4 cos 5 = 6,

4s8in 8 + 3cosa = 1.
Urcete velikost thlu ~.

Vysledek.
~ = 30°

Ndvod. Po umocnéni a seéteni rovnic dostaneme 24(sin acos 8 + cos asin 8) = 12, z ¢ehoZ vyplyva diky
souctovému vzorci sin(a + ) = 1. Nebof v = 180° — (a + ), mame siny = 3. Moznost y = 150°
nevyhovuje, ponévadz by to znamenalo, ze o < 30°, tedy 3sina + 4cosf < % + 4 < 6, coz je spor se
zadanim. Nyni zbyva jesté ukazat, Ze existuje trojihelnik s v = 30° splitujici zadané rovnosti. Pouzitim
souctového vzorce a faktu, ze « = 150° — 3 dostaneme v podstaté 2 rovnice o 2 neznamych sina a cosa,
které nam po chvilce povi, Zze a a 8 opravdu existuji.

Uloha 28. Najdéte viechny funkce f:R — R spliiujici pro véechna z,y € R rovnici
f@+y) +2f(z —y) =3f(z) —y.

Vysledek. f(z) =z +c¢,c€R

Ndvod. Za [z, y] dosadime [0,y] a [0, —y] a dostaneme

fly) +2f(=y) =3f(0) -y,
f(=y) +2f(y) = 3f(0) + .
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Odeétenim dvojnésobku druhé rovnice od prvni ziskdme f(y) = f(0) + y. Zkouskou ovéfime, ze funkce
tvaru f(z) =z + ¢, ¢ € R, jsou FeSenim rovnice.

Uloha 29. Je dan rovnobéznik ABCD s tupym thlem ABC. Na jeho thlopfiéce AC' v poloroviné BDC
zvolme bod P tak, aby platilo <BPD = <ABC. Dokazte, ze pfimka C'D je te¢nou ke kruznici opsané
trojuhelniku BC' P, pravé kdyz tsecky AB a BD jsou shodné.

Vysledek. Je to tak.
Ndvod. Ctytihelnik ABPD je tétivovy. Nyni uz jen pocitame thly

<ADB — <PBC = <APB — «<PBC = <ACB = <«<CAD =
= <DAB — <«CAB = «<DAB — <ACD = <«<DAB — «<PCD.

Takze <ADB = <DAB, pravé kdyz <PBC = <PCD, coz je podle véty o tisekovém thlu ekvivalentni
dokazovanému tvrzeni.

Uloha 30. Najdéte kvadraticky trojélen az? + bz + ¢ takovy, Ze zvét§ime-li libovolny z jeho koeficientt
o 1 ziskdme trojclen, ktery mé dvojnasobny koren.
Vysledek. 1/8z% — 3/4x + 1/8.

Ndvod. Ma-li mit kazdy takovy trojclen dvojnésobny kofen, musi byt jeho diskriminant nulovy. Dostaneme
tak odtud soustavu

b2 —4a(c+1) =0, (1)
(b+1)% - 4ac =0, (2)
b> —4(a+1)c=0. (3)

Odectenim (1) — (3) dostavame okamzité rovnost a = ¢ a Fesime ekvivalentni soustavu

b? — 4a® — 4a = 0, (1)
b +20+1—4a®> = (b+1—2a)(b+1+2a) =0, (2)

Opét odectenim (2)" — (1)’ obdrzime 2b + 4a + 1 = 0, neboli b+ 1 + 2a = 1/2, tedy v (2)" musi platit
(b+1—2a) = 0 Nyni jiz madme dvé linedrni rovnice o dvou nezndmych, jejimz feSenim je a = 1/8
a b = —3/4. Dostdvame tak jedinou trojici [a,b,c] = [1/8,—3/4,1/8] jejiz spravnost snadno ovéfime
zkouskou.

Uloha 31. Pomoci poloméru R kruznice opsané a poloméru r kruznice vepsané vyjadiete délku OI
spojnice jejich stfedd.

Vysledek.
OIP =R+ ———— = R®+ —— — R* 4 2Rr.
2cos 5 sin 4 sin vy

Ndvod. Uvazme trojahelnik ABC se stfedem kruznice vepsané I a kruznici opsanou. Ozna¢me S, stfed
oblouku AB, ktery neobsahuje bod C. Bod S. ziejmé lezi na ose tihlu z vrcholu C, tedy miizeme psét

mocnost bodu I ke kruznici opsané
IS I||IC| = |OI|* — R?.

Pomoci zakladnich prvkt trojthelnika vyjadiime délky na levé strané rovnosti

c

ScI| = 18.4] =
Sl = 18041 = 5o

10) = —

ShE
Tedy po dosazeni
re — R+ —R249Rr

Ol =R*+ ——————
[o1] + 2cos 3 sin sin 7y



