Vzorova resent Naboj 2010

Uloha 1. Hazime Sesti Sestisténnymi kostkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze soudet ¢isel na kostkach
bude sudé ¢islo a zaroven soucin bude liché ¢islo?

Vysledek.

Ndvod. Prvni podminka je zbyte¢nd, soudin bude lichy, pravé kdyz vSechna ¢éisla budou licha (1/2), kostek
je 6, tedy (1/2)S.

Uloha 2. Najdéte viechny rostouci funkce f : N — N, které spliuji:

f(f(n)) =n.

Vysledek. f(n) = n.

Ndvod. Pokud by platilo f(i) = j pro néjaké i < j, potom je f(j) = i. Tedy f nemiiZe byt rostouci funkce
a jedinym feSenim je f(n) = n.

Uloha 3. Ve skupiné Sesti tymi se utka kazdy s kazdym. Remizy nemohou nastat. Tym zisk4 za vyhru
jeden bod, za prohru zadny. Postupuji dva nejlepsi tymy (pii rovnosti boda rozhoduje o pofadi los). Kolik
zapast musi tym vyhrat, aby si mohl byt jisty, Ze postoupi?

Vysledek. 5.

Ndvod. Pokud se skupina rozpadne na tii silné tymy a t¥i slabé tymy (kde kazdy silny tym porazi kazdy
slaby tym) a zaroven v ramci silnych i slabych tymi vyhraje i prohraje kazdy pravé jednou, bude vysledné
skére Sesti tymti rovno (4,4, 4,1,1,1). Ctyfi vyhry tedy nestaci. Naopak 5 vyher staci uréité, protoze tym
porazil vSechny ostatni tymy, a tedy je sam na prvnim misté.

Uloha 4. Rovina je obarvena n barvami. Dokazte, Ze existuje jednobarevny obdélnik.
Vysledek. Existuje.

Ndvod. Uvazujme miizové body (x,y) tak,ze 1 <ax<n+lal<y< n"t1 4+ 1. Jeden tadek lze obarvit
pravé n" ! zpiisoby. Podle Dirichletova principu musi byt dva z n”t! + 1 fadki stejné obarvené. Podle
téhoz pravidla vSak tyto stejné fadky obsahuji i dva body stejné barvy, nebot barev je pouze n a rfadku
jen+1.

Uloha 5. Rozhodnéte, které z &isel je vétsi

878 8788
888" 8888

. 878 _ 8788
Viysledek. ggg < ggss

Navod.
10 1 878 1 8788 100

388 888~ 8888 8888

Uloha 6. Vezmeme Sachovnici 8 x 8 s obvyklym obarvenim poli¢ek. V jednom tahu mtizeme prevratit
barvy v (celé) jedné fads, (celém) jednom sloupci, ¢i v (celém) &tverecku 2 x 2 policka. Mtzeme ziskat
obarveni s jedinym Cernym polickem?

Vysledek. Ne.

Ndvod. Piebarvenim fadku ¢i sloupce s k ¢ernymi a 8 — k bilymi policky dostaneme 8 — k bilych a k
Cernych. Pocet Cernych policek se tedy zméni o |(8 — k) — k| = |8 — 2k|, coz je vSak sudé ¢islo. Obdobné



ve Ctverci 2 x 2 s k Gernymi a 4 — k bilymi policky se polet Cernych zméni o |4 — 2k|. Tedy parita poctu
¢ernych policek se nezméni a jednoho cerného policka dosdhnout nelze.

Uloha 7. Bud n piirozené &islo takové, ze 272910 | nl. Ukazte, ze ve dvojkové soustavé ma ¢islo n nejvyse
2010 nenulovych cifer.
Vysledek.

Ndvod. Z prednasky vime, ze va(n!) = n — s3(n), kde sa(n) je ciferny soucet n ve dvojkové soustavé. Po
dosazeni tedy mame
n — 2010 < n — s3(n),

odkud je sa(n) < 2010, coz jsme presné méli dokazat.
Uloha 8. V Zemi Oz je 5 letist. Pro kazdou dvojici letist A, B bud 1ét4 pravidelna linka z A do B, nebo

z B do A, ne vsak obé zaroven. Vime také, Ze existuje letisté, ze kterého lze vyrazit a po Case se vratit
zpét. Kolik je moznosti, jak mohou linky mezi letisti vypadat? (letisté jsou rozlisitelna)

Vigsledek. 2(3) — 51 = 210 _ 120 = 904.

Ndvod. Linky mezi letisti mizeme zakreslit jako orientovany graf. Zadani ndm o ném iik4, Ze je to turnaj.
Podminka o existenci cyklu déle vylucuje ty turnaje, ve kterych se daji vrcholy uspoiadat tak, ze z

5
kazdého vrcholu vede Sipka do vrcholu s vétsim ¢islem. VSech turnaji je 2(2), nebot mame dvé moznosti
na orientaci kazdé hrany. Turnaji-usporadani je 5!. Odeétenim ziskdme pozadovany vysledek.

Uloha 9. Pro kazdé n > 1 najdéte piirozena éisla ag < a; < --- < ag, tvofici geometrickou posloupnost,
J g

pro kterou je soucin S = agay - - - ag, druhou mocninou.

Vysledek. Napiiklad ap = ¢", a1 = ¢" 11, ..., a, = ¢°™.

Ndvod. Oznaéme si A prvni élen takovéto posloupnosti a ¢ jeji kvocient. Pro i = 0,...,2n plati a; = Ag’

aS=A-Aq-Ag®... Ag?" = AP Hlgit2tet2n — g2n+1gn(nt1) Py yolbé A = g™ je S = (¢"(27H1))2,

Uloha 10. Najdéte vSechna celoéiselné FeSeni rovnice

y? =23 — 3z +2.

Vysledek. VSechna, pro ktera je x + 2 druhd mocnina.

Ndvod. Rozlozime 23 — 3z + 2 = (x — 1)?(x + 2) a vidime, Ze x + 2 musi byt ¢tverec.

Uloha 11. Roztrzity profesor zapomene destnik pii kazdé navstévé obchodu s pravdépodobnosti 1/4.
Jestlize rano vysel z domova s destnikem, béhem dne navstivil 4 obchody a pfisel domid bez deStniku,
jaka je pravdépodobnost, ze jej zapomnél v poslednim obchodé?

Vysledek.
3 3
1 1 3 27
1--) = =—=— =0,1055.
( > 4 4% 256 ’

Ndvod. Zapomnél ho v poslednim = nesmél ho zapomenout (1 — 1/4) v téch tiech predtim (1 —1/4)% a
pfitom ho zapomnél 1+ v tom poslednim (1 —1/4)3-1/4.

Uloha 12. Détska skladanka obsahuje 3 ¢ervené, 3 modré a 3 zelené ¢tvercové desticky. Kolika zptisob

] Yy y
je lze sestavit do velkého ¢tverce 3 x 3. Dvé slozené sklddanky povazujeme za stejné, jestlize mutiZzeme
jednu na druhou pievést pouhym pootocenim.

Vysledek. 420.

Ndvod. Skladanku mizZeme otocit o 0°, 90°, 180° nebo 270°. U kazdého z téchto ¢tyf otoceni spocitame
pocet pevnych bodi.
e identita (otodeni o 0°): %:3, pevnych bodu



e otoceni 0 90°: 0 pevnych bodu
e otocCeni o 180°: 0 pevnych bodu
e otocCeni o 270°: 0 pevnych bodu
Z Burnsideova lemmatu je pocet orbit, tj. pocet rtizné slozenych sklddanek, roven
1, 9!

L 04040 =420
1333 TOH0+0)

Uloha 13. Najdéte vsechny kombinace pismenek A, B, C' takové, ze vyndani piislusnjch kolik zptisobi,

7e obraz spadne.
A B C

Visledek. A, AB, AC, BC, ABC.

Ndvod. Zamotanost provazku na kolicich 1ze znazornit posloupnosti B~ ABC A~ C~. VSimneme si, Ze po
smazéni A-Gek se provazek rozmotd. Zbyva si rozmyslet vliv pismen B a C. Odebrani zddného zv1ast
jesté obraz neshodi, odebrani obou uz vsak ano.

Uloha 14. Na poloptimce AB obdélniku ABCD zvolime bod P tak, ze |BP| = 2 - |AB|. Stied strany

CD nazveme M, ACNBM = @ a BC N PQ = R. Pomoci menelaovy véty spocitejte %.

Vysledek.

Ndvod. Podle Menelaovy véty pro trojuhlenik ABC a pfimku P(Q dostaneme vztah % = %.
Déle vime, 7e {35} = 2 a 2z podobnosti trojihelnikii 1521 = (22 = 2. Tedy {25 = 4.

Uloha 15. Najdéte vSechny funkce f : N — N, které pro libovolné n € N spliiuji
f(f(n) +n) = f(n),
a zaroven existuje ng € N takové ze f(ng) = 1.

Vysledek. f(n) = 1.

Ndvod. Dosadime ng a mame f(no + 1) = f(ng) = 1. Déle indukci dokdzeme, ze pro kazdé n > ny,
plati f(n) = 1. Nakonec na druhou stranu ukazeme f(no — 1) = 1 pomoci dosazeni ng — 1 a postupnym
sestupem ukdzeme f(n) =1 pron od ng — 1 do 1.

Uloha 16. Mé&jme é&tyfuhelnik ABCD, kde ABNCD = P a AD N BC = Q. Uhlopiitky AC a BD
protnou PQ potupné v bodech X a Y. Dokaite, Ze

|PX| |PY]
XQl  [yel
Vysledek.
Ndvod. Z Cevovy véty pro trojahlenik DQP a bod B plyne —‘ligi = 7%%“%;' Z Menelaovy véty pro

trojuhelnik DQP a pfimku AC plyne % = %. Tedy dohromady dostavame pozadovany vztah

|PX| _ |PY]|
XQl — Yal

Uloha 17. Dokazte, ze plati
[CL, bv 0]2 | [CL, b] ! [bv C] ' [Cv CL],
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kdykoliv a, b, c € N. Vyraz [a, b] zna¢i nejmensi spoleény nasobek ¢isel a, b.
Vysledek.

Ndvod. Ukazeme, Ze leva strana obsahuje kazdé prvocislo v mensi nebo stejné mocniné nez prava. Zvolme
néjaké prvocislo p a sledujme jeho exponent na levé a pravé strané. Zbyde dokéazat

2max(vp(a), vp(b), vp(c)) < max(vy(a), vp(b)) + max(vy(b), vp(c)) + max(vy(c), vp(a)),

coz muzeme bud prosté uvidét anebo bino uspoiddat v,(a) > v,(b) > v,(c) a odstranit tak vSechna
maxima.

Uloha 18. Urcete, pro kterd k € N Ize najit aritmetickou posloupnost délky k v posloupnosti

1 11
1, =, =, —,....
2" 3 4
Vysledek. Pro libovolné k pfirozené to lze.
Ndvod. Pro pevné k uvazme posloupnost
1 2 3 k

Ta je jisté aritmetickd a kazdy jeji ¢len diky faktoridlu ve jmenovateli bude mit v zdkladnim tvaru v
Citateli cislo 1.

Uloha 19. Pro kladna a, b, ¢, d dokazte

Z at at+b+c+d
ad + 203 — 3
cyc
Vysledek.
Navod.
a? 2ab3 2ab3 2 at+b+c+d

Uloha 20. Mé&jme tabulku 13 x 13s chybé&jicim st¥ednim polickem. Ukazte, Ze tuto tabulku nelze pokrjt
tetraminy typu I.

Vysledek. Opravdu nelze.

Ndvod. Obarvéme si tabulku po sloupcich ¢tyfmi barvami postupné 0,1,2,3,0,1,...0. Celkem tak mame
3 - 13 jednicek a trojek 4 -13 nul a 3-13 — 1 dvojek. Tetramino I 1ze umistit pouze horizontalné nebo
vertikdlné. V prvnim pripadé zakryje kazdou z barev prave jednou, v opa¢ném piipadé zakryje ¢tyii stejné.
Nyni uvazme, ze jsme nasli néjaké pokryti celé tabulky. Polozme tedy nejprve vsechna horizontalni I-cka.
Potom nam jisté zbyva néjakych a policek barvy 2, a + 1 polic¢ek barev 1,3 a a + 14 policek barvy 0. Tato
¢isla vS8ak nemohou byt soucasné délitelna ctyimi a proto nelze tabulku doplnit vertikalnimi kostkami.

Uloha 21. Mé&jme kruh o poloméru r se stfedem v poéatku soufadnic. Ndhodné z néj vybereme bod.
Jaka je pravdépodobnost, ze tsecka délky r rovnobézna s osou x a se stfedem ve vybraném bodé, bude
celd uvnitt kruhu?

Visledek. 1/4.

Ndvod. Vyhovujici body jsou pravé ty, které lezi v kruhu o poloméru r/2 se stiedem rovnéz v pocatku.
Pomér obsahti obou kruhi je hledané pravdépodobnost, tedy

7 (r/2)? _ 1

= -
mer? 4
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Uloha 22. Kolika zptisoby mtizeme obarvit vrcholy krychle tiemi barvami. Dvé obarveni povazujeme za
stejnd, daji-li se na sebe prevést pouhym otocenim krychle.

Vysledek. 333.

Ndvod. Barvéme krychli k£ barvami. Krychli mizeme otocit celkem 24 zptsoby, pocitejme pocty pevnych
bodt jednotlivych permutaci, které odpovidaji témto otocenim.

o 1x identita: k® pevngch bodt

e 6x otodeni o 90° nebo 270° kolem os prochézejicich stiedy protilehljch stén krychle: k2 pevnych

bodu

e 3x otodeni o 180° kolem os prochazejicich sttedy protilehlych stén krychle: k* pevnych bodii

e 6x otoceni o 180° kolem os prochazejicich stfedy protilehljch hran krychle: k* pevnjch bodt

e 8x otoceni o 120° nebo 240° kolem os prochizejicich protilehlymi vrcholy krychle: k* pevnych
bodti Z Burnsideova lemmatu je pocet orbit, tj. poc¢et riznych obarveni krychle, roven

E® + 6k% 4 3k* + 6k* + 8k*) = — (K® + 17k* + 6K2).

1 1
21 21
Dosadime-li k = 3, vyjde ndm celkovy pocet riznych obarveni 3 barvami 333.

Uloha 23. Najdéte viechny dvojice z,y € N fesici rovnici

y2 =23 + 16.

Vysledek. © = 0,y = +4.

Ndvod. Zjevné plati NSD(y + 4,y — 4) = NSD(y + 4, 8) | 8, jenze nemtize byt ani 2, ani 4 kvili vyskytu
tfet{ mocniny u x, takZe je bud 1, nebo 8. To ndm ale dav4, Ze jsou y — 4 a y + 4 t¥eti mocniny, coz je ale
mozné jen pro y = 4.

Uloha 24. V $achovém turnaji hral kazdy ze sedmi rytiit s kazdym pravé jednou. Vitéz kazdého zapasu
obdrzel bod. V pfipadé rovnosti bodi si doty¢éni rytifi o zédvéreéné potradi stiihli. Oznacéime-li z; pocet
bodti, které ziskal rytif, ktery skoncil na i-tém misté, urcete, jakou nejmensi hodnotu muize mit soucet

1o 4+2 29+ +7 a7

Vysledek. 56.

Ndvod. Piedpokladejme, Ze existuje dvojice rytifa R, S takova, ze R porazil S, ale pfitom ve vysledném
poradi skoncil huf. Pokud magicky zménime vysledek stfetnuti mezi rytifi R a S, hodnota souctu se
zmensi. Nejmensi hodnotu bude tedy vyraz mit tehdy, pokud kazdy rytif porazi prave ty rytitfe, kteii ve
vysledku dopadnou hif nez on. Takova situace je mozna a odpovida ji soucet 1-6+2-5+3-4+4-3+
5:24+6-1+7-0=56.

Uloha 25. Je dany trojuhlenik ABC a kruznice, ktera protina strany BC, AC a AB postupné v bodech
XaX',YaY' ZaZ'. Dokaze, ze piimky AX, BY a C'Z prochazeni jednim bodem pravé kdyz piimky
AX', BY' a CZ' prochazeji jednim bodem.

Vysledek.
’
Ndvod. Z mocnosti z bodu A plyne |AY||AY’| = |AZ||AZ’|, jinak % = 1‘:;,“. Obdobné pro mocnosti
. . . |Bz| _ |BZ'| . |CX| _ |cX'| 3 . |AY||CX|IBZ| _ |AY'||CX'||BZ'|
7z bodu B a C dostavame BX] = 1BX7] & Jov] = 1oV Po vynésobeni YOIIXB[Z4] = [YOIXBZAT &

tedy podle Cevovy véty je diikaz hotov.

Uloha 26. V kruhu je rozmisténo n dilki, v kazdém je jedna kulicka. V jednom tahu smime posunout
jednu kulicku po sméru hodinovych rucicek, jinou proti sméru. Mizeme shromazdit vSechny kulicky
v jednom dulku?

Vysledek. Jen pro n liché.

Ndvod. Bud a; pocet kulicek v dtilku ¢. Ozna¢me si S = lai+2as+: - -+na,. VSimnéme si, ze v jednom tahu
se S zméni bud o 0, n nebo —n, tedy S modulo n je invariant. Na zacétku je S = 1+2+- - -4+n = in(n+1),
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chceme se dostat do situace kn, pro néjaké k, ze 1 < k < n. Plati-li S = 0 mod n na konci, musi
platit totéz i na zadatku, tedy (n + 1)/2 musi byt celé. Odtud n musi byt liché. Najit ptiklad takového
shromazdeéni pro liché n je jiz snadné.

Uloha 27. Ukazte, ze pokud je p takové liché prvoéislo, Ze i 2p + 1 je prvocislo, pak existuji pravé étyfi
pfirozena cisla k takova, ze
2p+ k| 2p+ K%

Vysledek.
Ndvod. Chceme, aby podil (2p + k2)/(2p + k) byl celo¢iselny. Odeéitejme postupné od ¢itatele nasobky

jmenovatele tak, aby z ¢itatele zmizelo k (je to vlastné déleni se zbytkem)

2p + k2 . 2p — 2kp 2p(2p +1)

Z.
2p+ k 2p+ k 2p+ k €

Nyni si staci uvédomit, ze citatel ma presné ctyrfi délitele, ktefi jsou vétsi nez 2p.
Uloha 28. Najdéte vsechny funkce f : Z — Z spliiujici pro libovolné m € Z

f(m+8) < f(m)+38
flm+11) > f(m) + 11.

Visledek. f(n) =n+c.

Ndvod. Postupné z prvni rovnice dokézeme, ze f(m + 88) < --- < f(m) + 88 a z druhé rovnice, ze
f(m+88) > --- > f(m) + 88 z toho ale plyne, 7ze vSude nastavaji rovnosti, a jelikoz je NSD(8,11) = 1,
tak pro kazdé m plati, ze f(m + 8k) = f(m) + 8k a zaroven f(m+ 11k) = f(m) + 11k, z ¢ehoz vhodnou
kombinaci plyne, Ze f(m) = f(m) + c.

Uloha 29. V riiznostranném trojihelniku ABC protina osa tthlu ABC stranu AC v bodé D. Paty kolmic
z bodi A, C na piimku BD oznacme postupné E, F'. Patu kolmice z D na AC ozna¢me M. Ukazte, Ze
MD je osou thlu FMFE.

Vysledek. Staci ukazat.
Ndvod.

Protoze je trojahelnik rtznostranny, tak body D, E, F nesplyvaji. Trojuhelniky ADE, CDF a
BDM jsou podobné (maji pravy thel a shodny tihel u D), takie se pfi spiralni podobnosti S (D, <AD E %)l
Ctverice bodit ABCD zobrazi na ¢tverici FMED. Tyto ¢tvefice jsou tak navzajem podobné, a protoze

BD byla osou thlu ABC, tak odpovidajici M D je osou odpovidajiciho thlu FME.

Uloha 30. Latinsky ¢tverec je tabulka n x n, kde se v kazdém Fadku a sloupci vyskytuji jen navzajem
rizné éisla z mnoziny {1,2,...,n}. Latinskym obdélnikem nazveme tabulku k x n, kde k < n a kterd
splnuje tytéz podminky. Dokazte, ze kazdy latinsky obdélnik lze doplnit na ¢tverec.

Vysledek. Lze.

Ndvod. Nejprve ukdzeme, ze obdélnik k x n, (k < n) lze doplnit o dalsi fddek na obdélnik (k + 1) x n,
zbytek tvrzeni se ukaze snadno indukci. Pro kazdy sloupec na fadku k + 1 hleddme po dvou riizna ¢isla
z mnoziny {1,...,n} tak, aby spliiovala definici latinského obdélniku, t.j. v kazdém sloupci bude kazdé



¢islo nejvyse jednou. Zvolme si pro kazdy sloupec i € {1,... ,n} mnozinu M;, kterd obsahuje ¢isla, jez je
mozno doplnit na v i-tém sloupci na fadku k£ + 1. Tuto skutec¢nost si pfedstavme, jako sipky které vedou
od kazdého sloupce i do vSech ¢isel z M;.

sloupec vybér
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
Ukazme nyni, Ze v systému {Mi; ie{l,... ,n}} existuje systém rtiznych reprezentantti, neboli ze

kazdému ze sloupcu 1 az n Ize pfifadit razné ¢islo od jedné do n a tim vytvorit fadek k + 1. Staci oveérit
Hallovu podminku, ¢ili ukazat, Ze plati | Uics M1| > |J| pro kazdou J C {1,... ,n}. Z obrazku je vidét,
e z kazdého bodu (sloupce) vede pravé n — k Sipek, nebot k ¢isel je jiz ve sloupci napsédno. Rovnéz i do
kazdého bodu (¢isla) vede k — n Sipek, jelikoz tabulka obsahuje n ¢isel od kazdého a k jich je jiz vybrano.
Nyni zvolme J C {1,... ,n} libovolné a oznacme K = |J,. ; M;. K je tedy mnozina bodt, kam se lze z .J
dostat po Sipkach. Vidime, ze z J vede prévé (n — k)|J| Sipek. Do K vede alesponi (n — k)|K| (a klidné i
néjaké navic odjinud). Odtud dostavame pozadovanou nerovnost |J| < |K]|.

Uloha 31. Bud p > 3 prvodislo. Ukazte, ze kazdy délitel ¢isla L;l je tvaru 2kp + 1.

Vysledek.

Ndvod. Pozadovanou vlastnost staci ukazat pro prvociselné délitele ¢isla QPTH Nejprve ukazeme, zZe ta-
kovym délitelem nemutize byt ¢islo 3. Pak by ovSem 2P = —1 (mod 9), coZ ale plati préavé pro exponenty
tvaru 6m + 3 (coz zjistime rozborem maljch p¥ipadf a pozorovanim, Ze 26 =1 (mod 9)). Prvoéisla vétsi
nez tfi ovSem nikdy nejsou tohoto tvaru.

Vezmémé nyni prvodéislo ¢ > 3 (¢ = 2 téz neptipadd v tvahu). Pak musi ¢ | 2P + 1 a tedy 2 = —1
(mod ¢q). Pro fad prvku r = ord,(2) pak plati 7 | 2p. Zjevné ale r & {1,p} a jelikoz q > 5, pak ani 2% # 1
(mod q), takze r # 2. Zbyvéa pouze r = 2p. Podle Malé Fermatovy véty 2p = r | ¢ — 1 a tedy ¢ = 1
(mod 2p).

Uloha 32. Po osich z, y soustavy soufadnic se riiznymi konstatnimi rychlostmi pohybuji body M, N.
Bud O poéatek soustavy souradnic. Body M, N probéhnou poc¢atkem O v rizny ¢as. Potom maji vSechny
kruznice opsané trojuhelnikim M NO jesté jeden pevny bod K # O.

Vysledek. No jisté ze jo.

Ndvod. Prvni teseni: Urcité existuje spirdlni podobnost, kterd pfevadi M na N ve stejném case. To
zdtvodnime napiiklad nasledovné. Ciselnou osu z, respektive vy, si ,preéislujeme tak, aby kazdy jeji
bod mél éislo odpovidajici ¢asu, kdy jim probéhne bod M, respektive N. Dostaneme néjak posunuté a
otocené redlné osy, které budou mit rizné métitko, ale dulezité je, Ze budou navzajem podobné. A ke
kazdym dvéma podobnym ttvartm v roviné, které jsou né€jak otocené, existuje spiralni podobnost, ktera
zobrazuje jeden na druhy (stejné ¢isla na pfeéislovanych osich se zobrazi na sebe).

Oznac¢me S stfed této spiralni podobnosti. Plati S # O, protoze jinak by prochazely body M,
N pocatkem O ve stejny ¢as. Ona spiralni podobnost otaél rovinu o thel 90° (dhel os z, y), takZe pro
v8echny polohy M, N, které se zobrazuji na sebe, plati [<MSN| = 90°. Jelikoz i |[<MON| = 90°, tak
M, N, O, S lezi na jedné kruznici a S je hledany pevny bod.

Druhé reseni: Zvolme si polohy M a N ve dvou riiznych cCasech, opisme kruznice vzniklym troja-
helniktim M NO a M'N’O a jejich prinik ozna¢me S.
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Potom S # O je stfed spirdlni podobnosti S(S, 90°,
Takze jsou trojuhelniky M M’'O a NN’'O podobné. Vezméme body M" N jesté v jednom jiném Case.

Z rovnomérného pohybu plyne, Ze maji trojice bodd M, M’', M"” a N, N’, N” stejny tvar (pomér
vzdélenosti). Takze jsou podobné i celé ¢tvefice bodit MM'M”S a NN'N"S, odpovidajici si thly jsou

shodné, dostavame rovnosti
|<SN"O| = |<SN"N| = |a<SM"M| = |a<SM"O|
a body S, O, M", N" lezi ze shody obvodovych thlt na jedné kruznici. Volba M", N byla libovolna,

pevny bod S existuje.



