101 Zadani Zaddni - Naboj 1932

Uloha 1. V kruznici st vpisané dve kruznice so spoloénym dotykom a poloviénym priemerom. Akd ¢ast
obsahu velkej kruznice zabera vyznacené oblast?
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Uloha 2. Ukazte, Ze téZnice déli trojihelnik na Sest ¢asti o stejném obsahu.
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Uloha 3. Na obrazku je schématickd mapka Sicilie — mést (puntiky) a silnic (tsecky) mezi nimi. U kazdé
silnice je pfipsana jeji délka v kilometrech.

Vcera na celé Sicilii znenadani napadl snih a ochromil dopravu. Jelikoz ale nejsou takové snéhové zavéje
moc ¢asté, nemaji mistni ndfadi na jeho odklizeni a musi vSe odhéazet ruc¢né. Kolik nejméné kilometra
musi odklidit, chté&ji-li se dostat z kazdého mésta do kazdého?
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Uloha 4. Reste soustavu rovnic
Bty =2z,
v +z=u,
4= Y.
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Uloha 5. Necht ABC, BDE jsou dva podobné trojuhelniky takové, ze A, B, D lezi v piimce a C, E
ve stejné poloroviné touto piimkou uréené. Bud F = AC N DE. Necht r, 71,72 jsou postupné poloméry
kruznic vepsanych trojahelnikim ADF, ABC, BDE. Vyjadfete r pomoci 71 a rs.
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Uloha 6. Osm lidi sedi okolo kulatého stolu. Vék kazdého je priimér vékii jeho sousedil. Ukazte, Ze viichni
lidé jsou stejné stafi.
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Uloha 7. Méjme tétivovy étyfihelnik ABCD, kde |[<ABC| = 90° a |[<DAB| = 60° Uréete {57.
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Uloha 8. Rozhodni, zda miize byt posloupnost 1 1 2 2 3 4 5 skérem grafu. Pokud ano, nakresli ho a
pokud ne, dokaz. (Skére grafu dostaneme tak, Ze sefadime stupné jeho vrcholli vzestupné za sebe.)
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Uloha 9. Kolik existuje uspotadanych étvefic (z,y, z,t) pfirozenych é&isel takovych, Ze x +y+z -+t = 317
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Uloha 10. Najdéte vSechny funkce f : R — R, které splituji

f(F @)+ F() = f2) + .
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Uloha 11. Mé&jme 16 bodi v roviné poskladané do miizky 4 x 4. Najdéte v ni vSechny (tedy 4) osmi-
prvkové podmnoziny (soumérné a rotované mnoziny nepocitejte vicekrat) takové, ze zadné tii body této
podmnoziny nelezi na jedné pirimce.
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Uloha 12. Kolika zptisoby lze srovnat do fady 50 Zelv africkych slonich a 21 Zelv indickych slonich, plati-
li pro jejich srovnavani nasledujici pravidla. Zastup musi uzavirat a zac¢inat Zelva africka sloni. Zadné dvé
zelvy indické sloni neptjdou bezprostiedné po sobé, zadny celistvy tsek zastupu nesmi byt tvoren 31 po
sobé jdoucimi Zelvami africkymi slonimi.
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Uloha 13. Trojthelniku ABC pfipisme kruznici ke strané a. Ta se strany a dotkne v bodé D. Dokazte,
ze usecka AD puli obvod trojihelnika.
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Uloha 14. Moze existovat nekonstantny polyném p s celo¢iselnymi koeficientami taky, ze pre kazdé n € N
je Cislo p(n) prvodcislo?
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Uloha 15. Pfedstav si pidorys bytu — mistnosti, obvodové zdi a zakreslené dvefe. Ukaz, ze pokud z
kazdého pokoje vede sudy pocet dveri, pak ma byt sudy pocet vychoda.
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Uloha 16. Najdéte vSechny funkce f : R — R, které spliuji

flx+y)+2f(x—y)=3f(x) —y.
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Uloha 17. Na kruznici lezi n bodti. Vybereme nadhodné tii z nich a oznac¢ime je A, B, C. Oznacime jesté
rovnéz nahodné nékteré ze tii zbyvajicich n — 3 bodt K, L, M. Zjistéte, jaka je pravdépodobnost, ze se
trojuhelniky ABC a K LM protinaji.
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Uloha 18. Misko dostal polyném P(z) = 75(1322 + 232 — 36). Zistite sti¢et koeficientov polynému

P(P(...P(P(z))...))
——
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Uloha 19. Reste soustavu rovnic

(z+y)° ==z,

(y+2)° ==,

(z42)3 =y.
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Uloha 20. Rozhodni, zda mtiZe byt posloupnost 1223 3 356 8 9 10 skérem grafu. Pokud ano, nakresli
ho a pokud ne, dokaz. (Skdre grafu dostaneme tak, ze sefadime stupné jeho vrcholt vzestupné za sebe.)
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Uloha 21. Necht n € N. Zjistéte mozné hodnoty vyrazu (2n + 1,n + 7). Pozn.: (a,b) zna¢i nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a, b.
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Uloha 22. Potouchly Donatelo si nepere ponozky, a proto mu uz zase dosly. Proto ukradl ¢ast ponozek
svym kamarddim z jejich Suplikd a zamichal je, aby na néj nepadlo podezieni. Ponozky Leonarda,
Michelangela a Rafaela (kazdy z nich ma 2n + 1 ponozek v jedné barvé) prerozdélil do jejich t¥{ suplika
a nekteré dal do svého Supliku. Kolika zptisoby to muze udélat, vime-li, Ze ponozky jsou v supliku vzdy
sefazeny a ze si Donatelo ukradl alespoii jednu ponozku?
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Uloha 23. Najdéte viechna celoéiselna feseni rovnice z + y = 2% — zy + y2.
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Uloha 24. Mé&jme pravouhly lichobéznik ABCD (AB||CD,AB 1 AD,|AB| > |CD| > |DA|). Ozna¢me
postupné e, f, g, h osy thld z vrchola A, B, C, D. Necht enN f = S;gNh =T,enh =U,fNg =
V,hN AB = E. Dokazte, ze body B, E, S, T lezi na jedné kruznici. (ndpovéda: Dokazte AB||UV)
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Uloha 25. Dokazte (viechna ¢isla jsou piirozena)
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Uloha 26. Mejme trojihelnik ABC a na kruznici opsané zvolme bod P. Dokaite, ze paty kolmic z bodu
P na strany trojihelnika ABC' lezi na jedné primce.
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Uloha 27. Najdéte nejvétsi n € N, pro které je vyraz n? — 19n + 89 druhou mocninou celého é&isla.
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Uloha 28. Osy vnitinich tihli trojihelnika ABC' protnou protéjsi strany postupné v bodech K, L, M.
7 téchto bodu vedeme tecny ke kruzici vepsané rtzné od stran trojuhelnika ABC'. Body dotyku nazveme
po fadé X, Y, Z. Dokazte, ze primky AX, BY, C'Z prochéazeji jednim bodem.
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Uloha 29. Kenny s Pepou si byli koupit sva¢inu. Pepa mél zaplatit 37 K& a Kenny 47 Ké. Kenny se
podival do svoji penéZenky a zjistil, Ze v ni ma spoustu (stovky :) ) pétikorun, dvoukorun a korun, ale
uz zaddné jiné mince. Na chvili se zamyslel, o kolik vice zptisoby mtize zaplatit svoji sva¢inu, nez by mohl
zaplatit Pepovu, ale na Feseni nepfisel. Poradte mu.
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Uloha 30. V roviné jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, I, pficemz k lezi uviti I. Bud m kruznice,
kterd ma s kruznicemi k, | vnitfni dotyk postupné v bodech K, L. Dokazte, ze pfimka K L prochézi
pevnym bodem nezavislym na volbé m.
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Uloha 31. Necht AK, BL, CM jsou vysky ostrothlého trojihelnika ABC a H jeho ortocentrum. S =
BLNKM, P jestted AH aT = LP N AM. Dokazte T'SLBC.



