Vzorova resent

Uloha 1. V kruznici st vpisané dve kruznice so spoloénym dotykom a poloviénym priemerom. Akd ¢ast
obsahu velkej kruZznice zabera vyznacené oblast?

Vysledek. 1/4

Navod. BUNO malé kruznica mé obsah 1, druhé tiez, velkd 4. Sucet obsahov dvoch vyznadenych Casti je

potom 2.

Uloha 2. Ukazte, Ze téZnice déli trojihelnik na Sest ¢asti o stejném obsahu.
Vysledek. Tohle je trivka.
Ndvod.

Uloha 3. Na obrazku je schématickd mapka Sicilie — mést (puntiky) a silnic (isecky) mezi nimi. U kazdé
silnice je pfipsana jeji délka v kilometrech.

Véera na celé Sicilii znenadéni napadl snih a ochromil dopravu. Jelikoz ale nejsou takové snéhové zavéje
moc ¢asté, nemaji mistni nafadi na jeho odklizeni a musi vSe odhéazet ru¢né. Kolik nejméné kilometra
musi odklidit, chtéji-li se dostat z kazdého mésta do kazdého?
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Vysledek. 92
Ndvod. Jde o hledani minimalni kostry. Jediné feseni je toto:
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Uloha 4. Reste soustavu rovnic
2+ Yy =z,
v +z=ua,
2 r= Y.

Vysledek. t =y =2=0
Ndvod. Vsechny tfi rovnice seéteme, pfevedeme na vSechny neznidmé na jednu stranu a dostaneme 2 +
y?+22=0.
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Uloha 5. Necht ABC, BDE jsou dva podobné trojuhelniky takové, ze A, B, D lezi v piimce a C, E
ve stejné poloroviné touto prfimkou uréené. Bud F = AC N DE. Necht r,r1, 73 jsou postupné poloméry
kruznic vepsanych trojahelnikim ADF, ABC, BDE. Vyjadfete r pomoci 71 a rs.

Vysledek. r = r1 + ro.

Ndvod. Trojuhelniky ABC, BDE a ADF jsou podobné a pro odpovidajici si strany plati |AB|+ |BD| =
|AD|. Tentyz vztah musi platit i pro odpovidajici si poloméry vepsanych kruznic.

Uloha 6. Osm lidi sedi okolo kulatého stolu. Vék kazdého je primér véki jeho sousedt. Ukazte, Ze vSichni
lidé jsou stejné stafi.
Vysledek. Dokaz

Ndvod. Najdime najstarsieho, ak je ich viac, tak takého, ktory susedi s nejakym mladsim. Jeho vek ma
byt priemerom dvoch mensich (rovngch), spor.

Uloha 7. M&jme tétivovy ¢tyitihelnik ABCD, kde |[<ABC| = 90° a |[<DAB| = 60° Urcete ‘g—g‘.

. 2
Vysledek. 7

Névod. Podle sinové véty |AC| - sin60° = |BD| - sin90°, tedy {55f = 1/sin60°.

Uloha 8. Rozhodni, zda mtize byt posloupnost 1 1 2 2 3 4 5 skérem grafu. Pokud ano, nakresli ho a
pokud ne, dokaz. (Skére grafu dostaneme tak, ze sefadime stupné jeho vrcholii vzestupné za sebe.)

Visledek. Ano.

Ndvod. Staci libovolny obrazek, co odpovida, feseni je vic.

Uloha 9. Kolik existuje usporddanych étvefic (z, v, z,t) piirozenych &isel takovych, ze z +y+ 2+t = 317
. 30

Vysledek. (3) = 5060

Ndvod. 1.7eSeni: Vytvorujici funkce je

(x+x2+x3+...)4=x4ﬁ:x‘*((g) + (§>x+ (g)w2+---+(3—;27>x27+...),

takze koeficient u z°! je (%) = 5171.
2.feSeni: Budeme hledat pocet ¢tvefic 2.y, 2',t' € Ng splitujicich 2’ + 4’ + 2’ + ' = 27. Ten je stejny
jako pocet zptsobt, jak mezi 27 puntikdl umistit 3 pfepazky, coz da (330) = 5171.

Uloha 10. Najdéte vSechny funkce f : R — R, které splituji
fF @)+ F) = f2) +y.

Vysledek. f(x) =
Ndvod. Symetrie :): f(z) +y = f(f(z) + f(y)) = f(f(y) + f(z)) = f(y) + =z, z toho f(z) =z + f(0).

Dosadime do ptivodni rovnice a zjistime, Ze ji spliiuje funkce f(z) = x.

Uloha 11. Mé&jme 16 bod v roviné poskladané do miizky 4 x 4. Najdéte v ni vSechny (tedy 4) osmi-
prvkové podmnoziny (soumérné a rotované mnoziny nepoditejte vicekrat) takové, ze zadné t¥i body této
podmnoziny nelezi na jedné piimce.

Vysledek.
® x ® x x ® x ® *x ® ® x ® x @ x
® x ® x ® x ® x ® x x ® x x ® ®
x® x ® ® x ® x ® x x ® ®® x x
«x ® x ® «x ® x ® x ® ® x x ® x ®

Ndavod.
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Uloha 12. Kolika zptisoby lze srovnat do fady 50 zelv africkych slonich a 21 Zelv indick§ch slonich, plati-
li pro jejich srovnavani nasledujici pravidla. Zastup musi uzavirat a za¢inat Zelva africka sloni. Zadné dvé
zelvy indické sloni neptjdou bezprostiedné po sobé, zadny celistvy tsek zastupu nesmi byt tvoren 31 po
sobé jdoucimi zelvami africkymi slonimi.

Vysledek. (33)

Ndvod. Nejprve zafixujeme jednu Zelvu africkou sloni na zacatek. Pak utvoiime dvojice Zelva indicka
a bezprostiedné za ni zelva africka a tyto dvojice spojime do jednoho clena zastupu. Tim nam zbyde
28 nezarazenych africkych zelv. Ty mizeme do zastupu zafadit libovolné promichané s 21 spojenymi
dvojcemi. Podminka na posledni zelvu africkou je okamzité splnéna a pripad 31 zelv africkych po sobé
nastat nemiize, nejvyse se jich sefadi 28 volnych a jedna z dvojice.

Uloha 13. Trojthelniku ABC pfipisme kruznici ke strané a. Ta se strany a dotkne v bodé D. Dokazte,
7e tsecka AD puli obvod trojihelnika.
Vysledek. Proste se to spocita.

Ndvod. Ozna¢me zvy$né body dotyku B’ resp. C'. |BD| = |BB’|, |CD| = |CC’|, takze |AB| + |BD| =
|AB'|, |AC| + |CD| = |AC’|. Ale tieto tsecky st obe doty¢nice k nasej kruznici z bodu A, takze sa dizky
rovnaju.

Uloha 14. Moze existovat nekonstantny polyném p s celo¢iselnymi koeficientami taky, ze pre kazdé n € N
je ¢islo p(n) prvocislo?
Vysledek. Nemdze + dokaz.
Ndvod. Ozna¢me p(1) = m, m je nejaké prvoéislo. Specialne m|p(1) = m|p(1 + km), ¢o je pre nejaké
velké k spor. (Pozn: mohlo by sa totiz stat p(1) = p(1 +m).)
Uloha 15. Pfedstav si pidorys bytu — mistnosti, obvodové zdi a zakreslené dvefe. Ukaz, ze pokud z
kazdého pokoje vede sudy pocet dveii, pak ma byt sudy pocet vychodi.
Vysledek. Diikaz.
Ndvod. Byt je graf. Mistnosti vrcholy, dvefe hrany. V kazdém grafu je sudy pocet vrchola lichého stupné,
vSechny mistnosti maji stupen sudy — ven vede sudy pocet hran = dveri.
Uloha 16. Najdéte vSechny funkce f : R — R, které splituji

fle+y)+2f(x—y) =3f(x) -y

Vysledek. f(z) =x+¢

Ndvod. Dosadime [0,y] a [0, —y] a dostaneme rovnice

fy) +2f(—y) =3f(0) — v,
f(=y)+2f(y) =3f(0) +y.

Ty se néjak daji poscitat a pood¢itat tak, aby ndm z toho vypadlo f(y) (napfiklad odeéteme-li prvni
rovnici od dvojnasoku druhé a vydélime-li to tfemi). Vyjde f(y) = y + f(0) a zkouskou ovéfime, ze
skuteéné vSechny funkce tvaru f(z) = z + ¢ vyhovuji nasi rovnici.

Uloha 17. Na kruznici lezi n bodti. Vybereme nahodné tii z nich a oznac¢ime je A, B, C. Oznacéime jesté
rovnéz ndhodné nékteré ze tii zbyvajicich n — 3 bodd K, L, M. Zjistéte, jaka je pravdépodobnost, ze se
trojuhelniky ABC a K LM protinaji.

Visledek. 7/10

Ndvod. Libovolnych Sest riznych bodt z kruznice miizeme pospojovat do dvou trojuhelniki deseti zpi-
soby. Z téchto se protind vzdy pravé sedm.
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Uloha 18. Misko dostal polyném P(z) = 75(1322 + 23z — 36). Zistite sti¢et koeficientov polynému
P(P(...P(P(x))...))
—_———

2009

Vysledek. —3

Ndvod. Aby sme zistili stéet koeficientov polynému, staéi za x dosadift 1. P(1) = 0, P(0) = —3 a
P(-3) = 1, takze P(P(P(1))) = 1. 2009 dava zvySok 2 po deleni 3, takze sucet koeficientov nasho
polynému je P(P(1)) = —3.

Uloha 19. Res$te soustavu rovnic

(z+y)° =z,
(y+2)° ==,
(z+2)° =y.

Vysledek. t =y =2 =0, :I:ﬁ.

Ndvod. Nejprve si zvolime BUNO z > y atedy » > y = (2 +)% > (y+2)® > z, jenze toto miize platit jen
pro rovnost a tedy x = y. Podobné dokadzeme = = z a tedy * = y = z a nyni jen dosadime a dostaneme
3 _ L 1

Uloha 20. Rozhodni, zda miiZze byt posloupnost 122 3 3 3 56 8 9 10 skérem grafu. Pokud ano, nakresli
ho a pokud ne, dokaz. (Skdre grafu dostaneme tak, ze sefadime stupné jeho vrcholt vzestupné za sebe.)

Vysledek. Ne.

Ndvod. Graf m4a 11 vrchold. Nakreslim 10 a 9 — to je jednozna¢né. 8 miZe jit bud z vrcholu, ze kterého
ted vede jen jedna hrana (tim se ale urcité rozbije zac¢dtek skére, spor) nebo z néjakého, kam ted vedou
dvé (Zbyde mi jeden vrchol stupné 1, jeden stupné 2 a 6 stupné t¥i. Kdyz se ale podivdm na zacatek
posloupnosti, potfebuji dva vrcholy stupné 2. Spor.)

Uloha 21. Necht n € N. Zjistéte mozné hodnoty vyrazu (2n + 1,n + 7). Pozn.: (a,b) zna¢i nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a, b.

Vysledek. 1,13.

Ndvod. S pouzitim Eukleidova algoritmu dostaneme (2n+1,n+7) = (n+7,n —6) = (n — 6,13). Vyraz
miize byt tedy roven 1 (pokud je n — 6 nesoudélné s 13) nebo 13 (pokud 13 déli n — 6).

Uloha 22. Potouchly Donatelo si nepere ponozky, a proto mu uz zase dosly. Proto ukradl ¢ast ponozek
svym kamaradim z jejich Suplikii a zamichal je, aby na néj nepadlo podezieni. Ponozky Leonarda,
Michelangela a Rafaela (kazdy z nich ma 2n + 1 ponozek v jedné barvé) prerozdélil do jejich t¥i Suplika
a nékteré dal do svého Supliku. Kolika zptisoby to muze udélat, vime-li, Ze ponozky jsou v supliku vzdy
sefazeny a ze si Donatelo ukradl alespon jednu ponozku?

Vyjsledek. (gzrl") (;Zﬁ) (6n3+5)

Ndvod. Nejprve sefadime ponozky do posloupnosti. Vlastné si z 6n 4+ 3 ponozek 2n + 1 obarvime na
Leonardovu bravu. Ze zbyvajicich 4n + 2 ponozek 2n + 1 obarvime na Michelangelovu barvu. Zbylé
budou Rafaelovy. Jesté do posloupnosti potiebujeme zaradit 3 prepazky na rozdéleni tseki prislusSnym
Supliktim. Ty ale nemizeme zafadit libovolné, ale za 3. pfepazkou (tisek piislusny Donatelovi) musi zbyt
alespon jedna ponozka. Proto vylouc¢ime jednu ponozku na konci posloupnosti a prepazky zamichame jen
s 6n + 2 ponozkami pfed ni. Soucin po¢tu moznosti jednotlivych krokt dava vysledek.

2

Uloha 23. Najdéte viechna celoéiseln4 feseni rovnice z + y = 2% — zy + y2.

Vigsledek. (z,y) = (0,0), (1,0), (0,1), (2,1), (1,2), (2, 2).

Ndvod. Vynasobme celou rovnici dvéma. Dostaneme 2x + 2y = 222 — 2xy + 2y%, po tpravé (z — y)? +
(x —1)2 + (y — 1)? = 2. Tedy jeden z vyrazii (z — y), (x — 1), (y — 1) je roven 0 a zbylé dva jsou rovny
+1. Rozebereme vsechny moznosti.
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Uloha 24. Mé&jme pravouhly lichobé&znik ABCD (AB||CD,AB 1 AD,|AB| > |CD| > |DA|). Ozna¢me
postupné e, f, g, h osy thlid z vrchola A, B, C, D. Necht enN f = S;gNh =T,enh =U,fNg =
V,hN AB = E. Dokazte, Ze body B, E, S, T leZi na jedné kruznici. (ndpovéda: Dokazte AB||UV)

Vysledek.

Ndvod. [UCD| = [UAD| = |UAB]|, obdobné |VCD| = |VBC| = |VAB|. Z toho AB||UV a |[<TUV| =
|<TEB|.UTVS je tétivovy, (|[<SUT| = |<SVT| = 90°) a proto |<TUV| = |[«TSV|. |<TEB| = |<T'SB],
takze BEST je tétivovy.

Uloha 25. Dokazte (vSechna ¢isla jsou piirozena)

("))

Vysledek. Dikaz

Ndvod. 1. feSeni: Staci porovnat koeficient u 2" v polynomu (1 + x)“”‘" = (1+2)™(1+ )™ Divod, pro¢

to chceme, je, Ze posloupnost a; = (k) mé vytvorujici funkci a(x ( ) )x—i— - (z) ™ = (14z)™
posloupnost by, = (}) mé vytvorujici funkci b(z) = () + (})= + 4+ (Ma™ = (1 + z)" a posloupnost

Cr =3 g0 @kbr—k = 2o (7)(,",) méa vytvoiujici funkci a(:v)b(x) = (1 +z)mt".

2. feseni: Kombinatoricky. V parlamentu je m komunistti a n demokratii, kolika zptisoby lze vybrat
r-Clennou komisi? Na pravé strané je soucet pfes vsSechny komise skladajici se z k£ komunistd a r — k
demokrati.

Uloha 26. Mejme trojihelnik ABC a na kruznici opsané zvolme bod P. Dokaite, ze paty kolmic z bodu
P na strany trojuhelnika ABC' lezi na jedné primce.

Vysledek.

Ndvod. BUNO P lezi na kratsim oblouku BC. Paty kolmic na AB, BC, AC si postupne oznacme K, L,
M (M lezi vne a K lezi uvnitr kruznice). Necht |[<ABP| = «, pak |[<ACP| =180° —«a a |[<MCP| = a.
Z tetivového ctyrihelniku LPMC |<CLP| = «. Z tetivového ctyrahelniku KBPL |<KLP| = 180° — c.
Diky tomu |<K LM| = 180°.

Uloha 27. Najdéte nejvétsi n € N, pro které je vyraz n? — 19n + 89 druhou mocninou celého é&isla.
Vysledek. 11.

Ndvod. Pro n = 11 je vyraz roven 1, a tedy je druhou mocninou celého ¢isla. Pokud n > 11, lze snadno
ukazat, Ze plati (n — 10)? < n? — 19n + 89 < (n — 9)2. Odtud plyne, Ze n? — 19n + 89 nemiiZe byt ¢tverec
pron > 11.

Uloha 28. Osy vnitinich tihli trojihelnika ABC' protnou protéjsi strany postupné v bodech K, L, M.
7 téchto bodu vedeme tecny ke kruzici vepsané rtizné od stran trojuhelnika ABC'. Body dotyku nazveme
po fadé X, Y, Z. Dokazte, ze primky AX, BY, C'Z prochéazeji jednim bodem.

Vysledek. Diikaz

Ndvod. Vyuhli se rovnobéznost mezi XY a AB a analogicky u vSech ostatnich. Pak se fekne, Ze existuje
stejnolehlost mezi ABC a XY Z a jejim stfedem vSechny t¥i pfimky uréité prochazeji.

Uloha 29. Kenny s Pepou si byli koupit sva¢inu. Pepa mél zaplatit 37 K& a Kenny 47 Ké. Kenny se
podival do svoji penézenky a zjistil, Ze v ni m4 spoustu (stovky :) ) pétikorun, dvoukorun a korun, ale
uz zaddné jiné mince. Na chvili se zamyslel, o kolik vice zptisoby mtize zaplatit svoji svacinu, nez by mohl
zaplatit Pepovu, ale na Feseni nepfiSel. Poradte mu.

Vysledek. 46

Ndvod. Reseni: Vytvoiujici funkee je (1+z+22+23+.. . )(1+22+2*+28+. . ) (1+2°+21042P+. ) =
W =: a(z). V ni se chceme podivat na koeficient u 4" a potom na koeficient u #37. Vezmeme

proto a(x) — 2% (z) a podivame se na koeficient u 2*7. Rozklad na parcialni zlomky da

1— ' I 1 1 7
1-2)(1—-22)(1—-25 (A-2)21+2) (1+27) <2(1 — )2 * 2(1—902)) N




1+4°
)

(I+2243°+42° + -+ 1422+ +2°+...).

Koeficient u 47 vyjde 46.

Uloha 30. V roviné jsou dany dvé neprotinajici se kruznice k, I, pficemz k lezi uviti I. Bud m kruznice,
kterda mé s kruznicemi k, [ vnitini dotyk postupné v bodech K, L. Dokazte, Ze pfimka K L prochézi
pevnym bodem nezavislym na volbé m.

Vysledek. Dtikaz.

Ndvod. Slozenim dvou stejnolehlosti s kladnymi koeficienty vzniké stejnolehlost s kladnym koeficientem
a se stfedem na spojnici diléich stfedd (to je ,zndmé* tvrzeni). K : k = m, L : m = [ P¥imka KL tedy
prochazi stfedem té normalni stejnolehlosti mezi k a .

Uloha 31. Necht AK, BL, CM jsou vysky ostrotihlého trojihelnika ABC a H jeho ortocentrum. S =
BLNKM, P jestted AH aT = LP N AM. Dokazte T'SLBC.

Vysledek. Je potteba ukazat, ze TMLS je tétivovy.

Ndvod.



