Ndboj 1492

Uloha 1. [Migko] Majme rekurentne definovanti postupnost a1 = az = 1, a3 = —1, a, = ay_105_3.
Néjdite a2009

Visledek. Postupnost je periodickd s periédou 7, asgge = ag = —1.

Uloha 2. [Monéa] Lze pokryt sachovnici 8 x 8 pomoci patnécti tetramin T a jednoho tetramina O?

Vysledek. NE

Uloha 3. [Tomasek] Jaké ¢islo se skryva na misté oznadeném z v normalnim magickém &tverci:

8

Vysledek. 6

Uloha 4. [Franta] Bodem R vedou kolmé piimky p, ¢, v bodé R’ se rovnomérné otaceji kolmé piimky
p', ¢. Oznaéme P =pNyp a Q = ¢Nq'. Existuje ndjakd vzdjemnd korepondence pohybu bodti P a Q7
Jak se pohybuje stfed tsecky PQ?

Vysledek.

Uloha 5. [Lubo$] Na mnoziné C = {2,3} jsou definoviny binarni operace nésledujicimi tabulkami.
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Rozhodnéte, zda jsou binarni operace komutativni, asociativni. Urcete neutralni prvky obou operaci.
Rozhodnéte, zda je bindrni operace u = x * y na C' distributivni vi¢i binarni operaci u = z oy na C.

Vysledek. Operace u = x * y na C neni komutativni, neni asociativni, neexistuje k ni neutralni prvek.
Operace u = z oy na C je komutativni, je asociativni a jeji neutralni prvek je 2. Operace u = x *y na C
neni distributivni vici binarni operaci u = x o y.

Uloha 6. [Tomések] Kolik nul bude na konci ésla (;)?

Vysledek. 7

Uloha 7. [Hana] Obdélnik ABCD je rozlozen na tii shodné étverce AEHD, EFGH a FBCG. Uréete
soubet |[<EAH| + |<FAG| + |<BAC|, aniz byste pouzivali goniometrické funkece.

Vysledek.

Uloha 8. [Pavel] Pro A > 8 a a, b, ¢ kladna dokaite

a n b n c > 3
VaZz+ e VB2 +dac Ve +dab T 14+

Vysledek.

Uloha 9. [Jarda] Mé&jme zahradu tvaru kruhu o poloméru 60 metrii takovou, ze v kazdém m¥izovém bodé
krom pocéatku (poc¢atek = st¥ed zahrady) stoji strom. Jaky nejmensi polomér musi mit stromy (vSechny
maji stejny polomér), aby pfes né nebylo ze stfedu zahrady vidét mimo zahradu?

Vysledek. %.
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Uloha 10. [Al¢a] Kolik feseni (v celych ¢islech) ma nasledujici rovnice (22 — 1) + (x + 2)? = y? + 47
Vysledek. nekonec¢né mnoho

Uloha 11. [Lubos] Uréete, kolik existuje navzajem riiznych booleovskych funkei o n proménnych (n € N)
na mnoziné D, kde D = {0,1} je mnoZina obou neutralnich prvk.

Visledek. 22"

Uloha 12. [Aléa] Najdi viechna Feseni rovnice a? — 2b> = 1, kde a,b € Ny a a,b < 100.

Vysledek. (1,0),(3,2),(17,12), (99, 70)

Uloha 13. [Kenny] Dokazte, Ze tihlopticky ¢tyfuhelnika jsou kolmé, pravé kdyz se rovnaji délky spojnic
stfed protéjsich stran.

Vysledek.

Uloha 14. [Dominik] Rozvedte ¢islo v/2 do fetézového zlomku.

Visledek. [1;2,2,2,...]

Uloha 15. [Pirat] Kolkymi spdsobmi je mozné na biele polia Sachovnice 8 x 8 postavit 8 (rovnakych)
vezi tak, aby sa ziadne dve navzajom neohrozovali?

Visledek. 4! - 4! = 24 - 24 = 576

Uloha 16. [Kenny] Bud ABCDEF konvexni $estitthelnik. Oznaéme M;, My, ... Mg postupné stiedy
stran AB, BC, ..., FA. Ukazte, Ze trojuhelniky M MsMsy, MyM4Mg maji spoleéné tézisté.

Vysledek.

Uloha 17. [Miro] V hre lotto vyberame 6 &isel z 49. Kolko je takych kombinécii, ktoré obsahujii najmenej
jeden par po sebe iducich cisel?

Visledek. (%) - ()

Uloha 18. [Zuzka] N4jdite korene rovnice 5% — 822 — 22 + 3 = 0.
Vysledek. 0,6; —0,62; 1,62
Uloha 19. [Pirat] Niektoré policka nekonecénej stvorcovej tabulky sii ofarbené na éierno, zvysné s biele.

Kazdy obdlZnik 2 x 3 resp. 3 x 2 obsahuje prave 2 ¢erne policka. Kolko ¢iernych policok moze obsahovat
obdlznik 9 x 117

Vysledek. Musi obsahovat 33 policok.

Uloha 20. [Hana] Je dan étverec ABCD a K libovolny bod strany C'D. Osa thlu BAK protina stranu
BC v bodé L. Dokazte, %e |BL| + |DK| = |AK]|.

Vysledek.

Uloha 21. [Tomasek] Najdi vSechny kofeny rovnice 7 |z] = 10z.

Visledek. 0, -7/10, -14/10, -21/10

Uloha 22. [Dominik] Na tseéce AC zvolme libovolny vnitini bod D. Ukazte, ze obsah titvaru mezi ptl-
kruznici sestrojenou nad polomérem AC a pulkruznicemi sestrojenymi nad poloméry AD a DC je roven

obsahu kruZnice o poloméru BD, kde bod B je priise¢ik kolmice k AC vedené bodem D a pilkruznice
sestrojené nad AC.

Visledek. Bud chvilka poc¢itani nebo by se asi daly vyuzit Vietovy vzorce



Uloha 23. [Zuzka] N4jdite korene rovnice 36z* — 122% — 1122 4+ 22+ 1 = 0.
Visledek. (z — 1)(z + 1)

Uloha 24. [Kenny] Ukaite, ze v lichob&zniku plati
e+ f2=bv* 4 d* + 2ac,
kde e, f jsou délky thlopficek.
Vysledek.
Uloha 25. [Pavel] Pro kladna a, b, ¢ dokaite

a®b 4 b3c+ cca > abe(a + b+ c)

Vysledek.

Uloha 26. [Misko| Skiimajme postupnost ag = 20092°%° a,, ., je ciferny stéet a,,. Tato postupnost je od
nejakého ¢lenu konstantna. Ak4 je tato konstanta?

Vijsledek. Uvedomime si, Ze cif. stidet zachovava zvySok po deleni 9. 20092°9° mod 9 = 22009 mod 6 = 25 =

25=6

Uloha 27. [Kenny] Bud ABCDEF konvexni $estitthelnik o obvodu P. Oznaéme Mj, Mo, ... Mg po-
stupné stiedy stran AB, BC,..., FFA. Ma-1i My MsM3MyMsMg shodné vSechny vnitini thly, ukazte, Ze
trojuhelniky ACE a BDF jsou rovnostranné.

Vysledek.
Uloha 28. [Pavel] Pro kladna z,y, z dokaite
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Vysledek.

Uloha 29. [Jarda] Bud C' C R? omezena (kompaktni) konvexni mnozina, bud p € C. Dokazte, 7e
existuje primka [ prochazejici bodem p takova, Ze tsecka [ N C je nejdelsi ze vSech tsecek obsazenych v
C a rovnobéznych s [.

Vysledek.

Uloha 30. [Franta] Bodem R vedou piimky p, ¢, a v bodé R’ se otaceji primky p’, ¢/, které si zachovavaji
svtj thel. Oznaéme P =pNp’ a Q = gN¢’. V tomto oznadeni navic plati, ze jsou vSechny ¢tyfuhelniky
PRQR' tétivové. Jak se pohybuje stied kruZnice opsané étyithelniku PRQR'?

Vysledek.

Uloha 31. [Miro] Nech 1 < k < n. Uvazujme vietky postupnosti so sti¢tom n. Kolko je takych, ktoré
obsahuju ¢islo k7

Vijsledek. (n — k + 3) - 2n—k=2

Uloha 32. [Dominik] P¥ed kotoucem o poloméru h, ktery se otac¢i konstantni rychlosti, je v roviné
tohoto kotouce umisténa usecka délky 2h tak, ze pfimka spojujici stfed kotouce se stfedem usecky je na
tuto tsecku kolma. Po teéné ke kruznici odlétne v ndhodny okamzik ¢astice. Usecka je od kotouce ve
vzdélenosti h. Urcete pravdépodobnost, Ze ¢astice zasahne tisecku.

Visledek. ted se to snazim pocitat, nekdy uz mi to vyslo, ale ted se tomu nechce. Ale asi jsem jen unavenej,
nez ze by to bylo extra tezky
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Uloha 33. [Pavel] Pro kladna z,y, z dokaite

T n Y n z S 9
(z+y)?  (W+2)? (242 4dzt+y+2)

Vysledek.

Uloha 34. [Dominik] Pomoci kvadratix, pravitka a kruzitka rozdélte zadany thel na ttetiny (staci ukazat
pro ostry thel).

Vysledek. Vrchol thlu si umistim do pocatku a jedno jeho rameno na osu x. Z priseciku druhého ramene
a kv. spustim kolici na x a vzdalenost od paty této kolmice k priaseciku kv. a x rozdélim na tfetiny.
Vypustim kolmice nahoru a spojim pruseciky s po¢atkem, hotovo, vyplyva to z definice kv.

Uloha 35. [Misko] Ozna¢me c najvicsi realny koreii polynému 2 — 322 + 1. Dokaite, ze ¢islo Lclgsgj je
delitené 17.

Visledek. Pozname symetrické polynémy, dokdzeme vyjadrit A\l + A5 + A} ako rekurentni postupnost.
A1 a A st mensie nez 0, takze staci ukdzat s19ss = 1 (mod 17).

Uloha 36. [Lubo$] Dokazte tzv. de Morganovy zdkony. Pro libovolnou podmnozinu N mnoziny M, coz
je mnozina vSech podmnozin neprazdné mnoziny M, plati:

(Ja=N4. o

AEN AEN
(N4a=U4 @
AEN AEN

Vysledek.

Uloha 37. [Monca] Ctverec 23 x 23 je vyplnén ¢tverci 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3. Kolik nejméné ¢tverct 1 x 1
potfebujeme?

Vysledek. Uprostied

Uloha 38. [Franta] Ve ¢tytfuhelniku ABCD neplati BC' || AD. Na stranach BC a AD se po fadé pohybuji

body F a F tak, Ze plati % = %.Dzﬂe oznaémeszﬁﬂﬁ,Q:ﬁﬂﬁ,R: ﬁj@.

Dokazte, Ze vSechny kruznice opsané trojihelnikim PQR maji jesté jeden spoleény bod (rizny od P).

Vysledek.
Uloha 39. [Pirat] N4jdite vSetky funkcie f : R — R, ktoré vyhovuji rovnici

f@fy) +a) =2y + f(2)

Visledek. Nejake linearne. Navod: obor hodnot R, proste, dosadime f(y) = -1.

Uloha 40. [Rokyta] Rozdelte kruznicu na dve mnoziny tak, aby sa z nich (postivanim a otd¢anim v rovine)
dala poskladat kruznica bez jedného bodu. (Po zloZeni sa obe mnoZiny nesmi prekryvat v ziadnom bode.)

Vysledek. Vie to Misko a Pavel.



