NP-uplnost
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Tomas Matousek

Definice.

e Abeceda je libovolna koneéna mnozina. Abecedu budeme znadit X, jeji prvky na-
zveme symboly.

e Slovem nad abecedou ¥ nazveme konecnou posloupnost jejich symbolii, piSeme
U =a1az...an. Délka slova je |u| = n. Posloupnost, kterd neobsahuje zddny symbol,
nazveme prazdnym slovem a oznacime ji \.

e Mnozinu vsech slov nad abecedou ¥ oznacime X*.

e Jazyk L nad abecedou ¥ je libovolna podmnozina Y*.

Priklad.

abeceda ............ ¥ ={0,1}

symboly ............ 0,1

mnozina slov. . .. .. .. $* = {,0,1,00,01, ...,1000101010011, ...}
koneény jazyk ... ... L; ={),1,01,001}

nekoneény jazyk .... Lo = {0,00,000,...}

Definice. (Neformalné)

e Ulohou myslime nalezeni feseni (vystupu) s danymi vlastnostmi pro dany vstup.

e Instanci ulohy myslime jeji konkrétni vstup.

e Optimalizacéni dloha je takova tloha, jejimz vystupem ma byt optimalni feSeni.

e Rozhodovaci problém je tloha, jejimz vystupem je bud ,,ano“, nebo ,ne“.

Kazda instance tlohy a kazdé jeji feSeni je zakédovano do slova v abecedé ¥ = {0, 1}.
Uloha Q je zobrazenim z jazyka L(Q) C ©* do P(%*), které danému vstupu pfitadi
néjakou mnozinu feSeni. Je-li tfeba vybrat optimalni fesSeni, lze nadefinovat funkci
w, kterd ohodnoti jednotlivd feSeni, a optimaliza¢ni tloha je pak zobrazeni vstupu

na feSeni s minimélni, resp. maximalni hodnotou w. Rozhodovaci problém zobrazuje
vstupy do mnoziny {0, 1}.

Dale se budeme zabyvat pouze rozhodovacimi problémy (stru¢néji problémy).

Definice. (Jazyk problému) Jazyk problému je mnozina L(Q) = dom Q. Lze rozdélit
na dva disjunktni jazyky:

e jazyk, na ktery ddvd problém odpovéd ,ano“, zna¢ime L(Q)y = Qfl({l}),

e jazyk, na ktery davd problém odpovéd ,ne“, znac¢ime L(Q)n = Q_l({O}).
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Turingovy stroje

Necht @ je problém. Vytesit problém @ znamend pro kazdy vstup = € L(Q) rozhod-
nout, zda z € L(Q)y nebo x € L(Q)n. Pro posouzeni slozitosti tohoto rozhodnuti
pro rizné problémy pouzijeme Turingovy stroje.

Definice. Deterministicky Turingiv stroj (DTS) je pétice (Q, e, 9, qo, F'), kde
e () je konec¢na neprazdna mnozina stavi,

e Y. je néjaka abeceda ¥ s pFidanym specialnim symbolem &,
0):NC(Q\F)x 3 — Q xXe x{-1,0,1} je program DTS,

® qo € Q je pocatecni stav,

e ' C @) je mnozina koncovych stavii.

Definice. (Instrukce)  Program ¢ je mnozZina instrukci. Instrukce je tedy pétice
(p,x,q,y,d) € §, coz se pro prehlednost zapisuje obvykle jako (p,z) — (q,y, d).

DTS si lze predstavit jako stroj, ktery ma nekone¢nou pasku a hlavu nad néjakym
polickem na této pasce. Tento stroj se v kazdém okamziku nachézi v pravé jednom
ze stavi @) a prechazi mezi nimi v krocich podle svych instrukei.

Stroj tedy pracuje v krocich. Na zacatku je na pasce vstupni slovo, hlava se nachazi
na jeho prvnim symbolu a stroj je ve stavu qg. V kazdém kroku stroj precte symbol x
nachézejici se pod hlavou a podle instrukce (p,x) — (¢,y,d), kde p je aktudlni stav,
prejde do stavu g, zapiSe na pasku pod hlavu symbol y a posune se o d poli¢ek vpravo.

Definice. (Vypocet TS)  Vypodet TS je posloupnost krokii T'S. Vgpoctem nad slovem
w rozumime vypocet, jehoz prvni krok je prvnim krokem stroje po jeho startu se
vstupem w.

Definice. (Pfijiméni slova DTS)  Slovo w je prijimdno DTS, pokud vypocet nad w
skonc¢i v néjakém koncovém stavu.

Definice. Nedeterministicky Turingiv stroj (NTS) je pétice (Q,Xe,0d,qo, F), kde
Q, X¢, qo, F jsou definovény stejné jako u DTS, program ¢ je definovan jako

0:(Q\F) x3e = P(Q x Xe x {—1,0,1}),
tj. stroj muze mit v libovolném kroku moznost vybéru mezi nékolika instrukcemi.

Definice. (Pfijimani slova NTS)  Slovo w je prijimdno NTS, pokud existuje vypodet
nad w, ktery skonci v néjakém koncovém stavu.

Definice. Jazyk rozpoznavany strojem T je L(T) = {w € ¥* | w je pFijiméno T'}.
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SlozZitost problémd

Definice. TS T fesi problém Q, pokud je L(T) = L(Q)y a pokud se T pro kazdé
slovo w € L(Q) zastavi.

Definice. Necht Q je problém a T' je DTS, ktery se zastavi na kazdém slové z L(Q).
Casovd slozitost programu T je funkce t : N — N definovana piedpisem

t(n) =max{0}U{m | (3w € L(Q),|w| = n) vypocet T nad w skonci po m krocich}.
Existuje-li polynom p takovy, ze t < p, je slozitost programu polynomialni.

Definice. Rekneme, Ze problém Q je ve tridé P, existuje-li DTS fesici Q, jehoz
program ma polynomalni ¢asovou slozitost.

Definice. NechtT je NTS. Rekneme, ze T piijima slovow € ¥* v éase m € N, pokud
w € L(T) a nejkratsi piijimajici vypodet ma m krokii. Casovd sloZitost programu T
je funkce t : N — N definovana predpisem

t(n) = max{0} U{m | (3w € ¥, |w| = n) Tpfijimd w v case m}.
Existuje-li polynom p takovy, ze t < p, je slozitost programu polynomialni.
Definice. Rekneme, e problém Q je ve tiidé NP, existuje-li NT'S fesici Q, jehoZ
program ma polynomalni ¢asovou slozitost.
Poznamka. Pro kazdy NTS existuje NTS, jehoz program se sklada ze dvou fazi:
e Nedeterministické vygenerovani slova o € {0,1}* (tzv. ordkulum).
e Deterministicky béh ptavodniho programu fizeny orakulem.
Definice. Funkce f : ¥* — X% je polynomidlné vydislitelnd, pokud existuje DTS,

ktery kazdé slovo w € ¥* délky n prevede na slovo f(w), pficemz vykona nejvyse
p(n) kroku, kde p je polynom.

Definice. Jazyk L1 C X" je polynomidiné prevoditelny na jazyk Lo C X" (znac¢ime
Ly « Lg), pokud existuje polynomiélné vy¢islitelns funkce f : ¥* — X* takovd, ze

(Vw € ) w e L1 & f(w) € La.
Definice. Problém Q je NP-tézky, pokud (VQ' € NP) L(Q")y x L(Q)y.
Definice. Problém Q je NP-iiplny, pokud je ve t¥idé NP a je NP-tézky.

Dusledek. Necht Q a Q' jsou rozhodovaci problémy. Je-li problém Q NP-té&zky
a L(Q)y x L(Q')y, pak Q' je také NP-t&zky.
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NP-aplné problémy

Problém. (KACHL)

Instance problému:

e kone¢na mnozina barev B

e Ctvercova sit S, strany ¢tverct tvorici obvod sité jsou obarveny barvami z B

e kone¢na mnozina ¢tvercovych kachliki K, kazdy kachlik je rozdélen thlopiickami
na Ctyfi trojuhelniky obarvené néjakymi barvami z B

Problém:

Lze S vykachlikovat pomoci kachlikii K (bez otaceni) tak, aby obarveni obvodu sité
odpovidalo barvam trojuhelniku ptiléhajicich k obvodu a aby kazdé dva sousedni
trojihelniky mély stejnou barvu?

Problém. (SAT)

Instance problému: Formule VL v konjunktivnim normélnim tvaru, tj. formule tvaru
m  k;
Lp(xl, . ,l‘n) = /\ \/ aij,
i=1j=1
kde m, k; € N a a;; jsou vyrokové proménné z1, ..., Tn nebo jejich negace.

Problém: Je ¢ splnitelna?

Problém. (3-COLOR)

Instance problému: Graf G.

Problém: Jsou vrcholy G obarvitelné tfemi barvami, aby nebyly spojeny hranou vr-
choly stejné barvy?

Problém. (KLIKA)

Instance problému: Graf G, pfirozené ¢islo k.

Problém: Existuje v G klika velikosti aspon k, tj. iplny podgraf na aspon k vrcholech?

Problém. (HK)
Instance problému: Graf G.
Problém: Existuje v .G hamiltonovska kruznice?

Problém. (TSP)
Instance problému: Uplny graf G s hranami ohodnocenymi p¥irozenymi &isly, k € N.

Problém: Existuje v G hamiltonovské kruznice vahy nejvyse k?
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