Multiperiodicka slova
| Vita Kala

Jak jiz ndzev napovidd, na pfedndsce se budeme bavit o (multi)periodickych
slovech. Co to je?

Inu, co je slovo, to asi kazdy vi — slovo délky n je jednoduse posloupnost
n pismen'. Pismena daného slova budeme (zleva) ¢islovat a znacit tfeba u =
= aiaqas...a,, kde u je nase slovo a a; jsou pismena.

A co je to perioda, jisté také vi§ — periodou budeme nazyvat libovolné ¢islo p
takové, Ze pro kazdé ¢ (1 < i < n—p) je a; = a;4p. Nas bude zajimat, jaké periody
muze néjaké slovo mit. VSimni si, ze kazdé slovo ma spoustu period — napiiklad
kazdé ¢islo p > n je perioda. Tyto periody ovSsem nejsou prili§ zajimavé.

Jak nadm napovidé selsky rozum, jedno slovo nékolik riznych ,zajimavych“
period mit nemuze. Pfesnéji, da se ¢ekat, ze ma-li slovo periodu p a ¢, bude mit
také nejvétsi spoleény délitel (p, q) jako periodu. To pro dostateéné dlouhd slova
vskutku plati:

Lemma. (Periodické od pant Finea a Wilfa)  Pokud m4 slovo délky asporni p +
+ q — (p,q) periody p a g, ma i periodu (p, q).

Nabizi se také otazka, jak je tomu pro vétsi pocet period. Méjme néjakou
(obecné nekoneénou) mnozinu period P = {p1,p2,ps,...} a hledejme, jakou nej-
vétsi délku miize mit slovo, které ma vSechny tyto periody, ale nema jejich nejvétsi
spoleény délitel jako periodu. Pro usnadnéni vyjadfovani budeme pfedpoklidat,?
Ze tento nejvétsi spolecny délitel je 1.

Chceme tedy, aby nase slovo mélo vSechny periody obsazené v P, ale nemélo
periodu 1, coz nefika nic jiného, nez ze mé obsahovat aspon dvé riiznd pismena.
Pro dané k oznacme [P, k| nejvétsi mozny pocet riznych pismen ve slové délky k
s periodami P. Hledané nejvétsi k takové, ze [P, k] > 1, ozna¢ime Lp.

Lemma. Ozna¢me m nejmensi z ¢isel v mnoziné P, at je Q@ = {p — m;p €
€ P,p # m} U {m}. Pak pro k > m plati [Q, k] = [P,k + m]. Pokud je m > 1, je
[P, 2m — 1] > 1.

7 tohoto lemmatu uz snadno odvodime néasledujici tvrzeni, které je odpovédi

na nasi otazku.

Véta. Definujme posloupnost Qo = P, Q1, Q2, ..., Qn tak, Zze Qi+1 = {p —
— mg;p € Qr,p # mi} U {my}, kde my, je nejmensi prvek Q. n je nejmensi

INezalezi ndm (samoziejmé?) na tom, z jaké abecedy tato pismena jsou, nejsme tedy omezeni
tim, ze anglickd abeceda ma 26 znaku, Ceskd asi 41 pismen, dokonce ani tim, ze ¢instina ma jen
10000 znak?.

2Rozmysli si, ze postup a vysledek ptijde snadno zobecnit i na obecny piipad!
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takové, ze m,, = 1. Pak
Lp=mo+mi+ma+---+mp_2+2my_1 — 1.
O takovychto slovech jisté plati spousta zajimavych tvrzeni, napfiklad to, ze

libovolné slovo s periodami P, které ma (maximalni moZnou) délku Lp, je palin-
drom (éte se stejné zepfedu i zezadu).
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