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Jak již název napovídá, na přednášce se budeme bavit o (multi)periodických
slovech. Co to je?
Inu, co je slovo, to asi každý ví – slovo délky n je jednoduše posloupnost

n písmen1. Písmena daného slova budeme (zleva) číslovat a značit třeba u =
= a1a2a3 . . . an, kde u je naše slovo a ai jsou písmena.
A co je to perioda, jistě také víš – periodou budeme nazývat libovolné číslo p

takové, že pro každé i (1 ≤ i ≤ n−p) je ai = ai+p. Nás bude zajímat, jaké periody
může nějaké slovo mít. Všimni si, že každé slovo má spoustu period – například
každé číslo p > n je perioda. Tyto periody ovšem nejsou příliš zajímavé.
Jak nám napovídá selský rozum, jedno slovo několik různých „zajímavýchÿ

period mít nemůže. Přesněji, dá se čekat, že má-li slovo periodu p a q, bude mít
také největší společný dělitel (p, q) jako periodu. To pro dostatečně dlouhá slova
vskutku platí:

Lemma. (Periodické od pánů Finea a Wilfa) Pokud má slovo délky aspoň p+
+ q − (p, q) periody p a q, má i periodu (p, q).

Nabízí se také otázka, jak je tomu pro větší počet period. Mějme nějakou
(obecně nekonečnou) množinu period P = {p1, p2, p3, . . . } a hledejme, jakou nej-
větší délku může mít slovo, které má všechny tyto periody, ale nemá jejich největší
společný dělitel jako periodu. Pro usnadnění vyjadřování budeme předpokládat,2

že tento největší společný dělitel je 1.
Chceme tedy, aby naše slovo mělo všechny periody obsažené v P , ale nemělo

periodu 1, což neříká nic jiného, než že má obsahovat aspoň dvě různá písmena.
Pro dané k označme [P, k] největší možný počet různých písmen ve slově délky k

s periodami P . Hledané největší k takové, že [P, k] > 1, označíme LP .

Lemma. Označme m nejmenší z čísel v množině P , ať je Q = {p − m; p ∈
∈ P, p 6= m} ∪ {m}. Pak pro k ≥ m platí [Q, k] = [P, k +m]. Pokud je m > 1, je
[P, 2m − 1] > 1.

Z tohoto lemmatu už snadno odvodíme následující tvrzení, které je odpovědí
na naši otázku.

Věta. Definujme posloupnost Q0 = P , Q1, Q2, . . . , Qn tak, že Ql+1 = {p −
− mk; p ∈ Qk, p 6= mk} ∪ {mk}, kde mk je nejmenší prvek Qk. n je nejmenší

1Nezáleží nám (samozřejmě?) na tom, z jaké abecedy tato písmena jsou, nejsme tedy omezeni
tím, že anglická abeceda má 26 znaků, česká asi 41 písmen, dokonce ani tím, že čínština má jen
10 000 znaků.

2Rozmysli si, že postup a výsledek půjde snadno zobecnit i na obecný případ!
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takové, že mn = 1. Pak

LP = m0 +m1 +m2 + · · ·+mn−2 + 2mn−1 − 1.

O takovýchto slovech jistě platí spousta zajímavých tvrzení, například to, že
libovolné slovo s periodami P , které má (maximální možnou) délku LP , je palin-
drom (čte se stejně zepředu i zezadu).
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