Mrizky a geometrie Cisel

MATEJ DOLEZALEK

ABSTRAKT. Teorie &isel a geometrie. Ze spolu pramalo souvisi? Omyl! Prozkoumame
geometrické vlastnosti mrizovych bodu a ukazeme, jak s jejich pomoci rozlousknout
nékteré ofisky z teorie Cisel. Cesta nas provede mlhavym trojmezim geometrie, teorie
Cisel a kombinatoriky s ob¢asnou odbockou do vysokoskolské algebry.

Na zacatek par poznatki, které se budou hodit v celé prednasce.

Definice. (kanonickd mitizka) Bod (a,b) v roviné nazveme miZovgm, pokud jsou
obé jeho soutadnice a, b celd ¢isla. Mnozinu vSech miizovych bod@ budeme nazyvat
kanonickou mrizkou.

Pozorovéani. (stfedovy trik) Pokud tsecka spojuje dva miizové body, jejichz sou-
fadnice maji stejné parity, pak je stred této tisecky opét miizovy bod.

Cviceni. Méjme tsecku spojujici miizové body (a1, b1), (ag, bs). Pak na této Gsecce
kromé krajnich bodu lezi jesté dalsich NSD(ag — ay, by — by) — 1 miiZovych bodd.

Pickiv vzorec

Vsichni jisté radi poc¢itame obsahy. Nejsnaze se to déld u jednoduchych tvartd, iplné
nejlépe u téch pravidelnych. Zde si vSak ukazeme, Ze vypocet je celkem snadny i
u divokych komplikovanych mnohothelniki, dokud jsou jejich vrcholy mfizové body.

Umluva. Neni-li feceno jinak, uvazujeme pouze mnohotihelniky, které samy sebe
neprotinaji a nemaji diry.

Definice. Mnohothelnik zvéme mriZovym, je-li kazdy jeho vrchol miizovy bod.

Véta. (Pick) MrfiZovy mnohothelnik s i miiZovymi body ve svém vnitiku a b mfi-
zovymi body na svém obvodu ma obsah i + g —1.

Osnova dukazu. Rozmyslime v nékolika krocich:

(1) Mnohouhelniky, pro néz véta plati, mizeme ,slepovat® k sobé a véta bude
stale platit. Stejné tak mizeme mnohotuhelniky, kde véta plati, ,odfezavat®.
(2) Véta plati pro obdélniky a (hezky orientované) pravoihlé trojihelniky.
(3) Véta plati pro v8echny trojthelniky.
(4) Kazdy mnohotihelnik se da rozfezat na trojihelniky. O
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Uloha 1. UvaZujme miizovy trojihelnik, jeho# strany neobsahuji kromé samot-
nych vrcholt zadné mtizové body a ktery ve svém vnititku obsahuje pravé jeden

niku.

Uloha 2. Kapitan piratské lodi si chce poridit zbrusu novou vlajku se zk¥izenymi
hnéty za 2022 dublonid. K dispozici m& neomezenou zasobu minci v hodnotach 1, 2
a 3 dublony. Kolika rtiznymi zpiisoby miize zaplatit? (Zptisoby zaplaceni, které se
lis{ jen pofadim minci, nepovazujeme za rizné.)

Uloha 3. (Eulerfiv vzorec) Uvazujme rovinné nakresleni grafu, ve kterém jsou
vSechny vrcholy miizové body a vSechny hrany jsou tsecky. Jsou-li v, e, s po fadé
pocty vrcholi, hran a stén v tomto nakresleni, dokazte s pomoci Pickova vzorce
rovnost v —e 4+ s = 2.

Uloha 4. (Pick pro déravé mnohothelniky) Méjme v roviné mnohothelnik P s h
dirami. Formélné: necht P vznikne odebrdnim navzajem disjunktnich m¥izovych
mnohothelnikt Py, ..., P, od mfizového mnohothelniku Py, pficemz obvody jed-
notlivych P; jsou disjunktni s obvodem Fj i spolu navzajem. Dokazte, ze pokud P
obsahuje ve svém vnittku a na svych obvodech po fadé ¢ a b mfizovych bodti, pak
méobsahi—i—%—i—h—l.

Uloha 5.  Pilbodem nazveme libovolny bod tvaru (%, %) pro celé ¢isla a, b. Nahléd-

néte, ze libovolny pulbod lezici ostfe uvnitt miizového mnohothelniku lze vyjadiit
jako stfed tusecky spojujici dva mfizové body lezici uvnitf nebo na obvodu tohoto
mnohothelniku.

Pozorovani. Ma-li miizovy mnohotuihelnik obsah S, pak je 2SS celé cislo.
Uloha 6. Existuje rovnostranny trojuhelnik s vrcholy v bodech kanonické miizky?

Uloha 7. Dokazte, Ze pro liché n > 5 neexistuje pravidelny n-tihelnik s vrcholy
v bodech kanonické miizky.

Uloha 8. Nahlédnéte, ze Pickovu vétu nelze nijak piimodafe zobecnit do vys-
Sich dimenzi. K tomu naleznéte v prostoru dva mnohostény, které pokryvaji svymi
vnitfky, stranami, hranami apod. vzdy stejné pocty mtizovych bodi, ale piresto maji
rtizné objemy.
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Ve vyssich dimenzich tedy neméame pouzitelnou obdobu Pickovy véty. Podobnou
informaci vsak kéduje Ehrhartova véta, kterou uvedeme bez dikazu:

Véta. (Ehrhart) Bud M (uzavieny) miizovy mnohostén v d-rozmérném prostoru
a necht tM pro t > 0 oznacuje obraz M ve stejnolehlosti se stiedem v pocatku a
koeficientem t. Potom existuje polynom fy; takovy, ze pro kazdé n € N pokryva nM
presné fur(n) mitZovych bodu.

Uloha 9. Odvodte pro mnohothelniky v roviné explicitni tvar Ehrhartova poly-
nomu na zakladé Pickova vzorce.

Fareyovy zlomky

Vyzbrojeni Pickovym vzorcem zkusme prozkoumat tf¥idu krasnych tvrzeni, kterd
vzejdou, zacneme-li zlomky nahlizet jako mfizové body v roviné.

Definice. Budiz dano prirozené n. Fareyovou posloupnosti 7ddu n rozumime po-
sloupnost vSech téch zlomkt z intervalu (0, 1), jejichZ jmenovatel v zdkladnim tvaru
nepievysuje n, sefazenych vzestupné a znacime ji F,.

Lemma. Rovnobéznik s vrcholy (0,0), (a,b), (¢, d) a (a+c, b+d) ma obsah |ad—bc].

Toto lemma je jen specidlnim pripadem obecného faktu, Ze objem rovnobéznos-
ténu je az na znaménko roven determinantu matice slozené z vektora jeho hran. Ale
k tomu se jesté dostaneme.

Uloha 10. (Farey-Cauchy) Jsou-li % < g sousedni zlomky v F,, pak § — 7 = i.

Naopak pokud 0 < 7 < & < 1 spliiuji § — ¢ = i, pak spolu sousedi v néjakém F,.
Uloha 11. (Dirichletova véta o diofantickych aproximacich) Je déno iracionalni
o € (0,1). Dokazte, Ze existuje nekonetné mnoho zlomki £ v zékladnim tvaru,
1

<q7.

které spliuji | — %

Definice. Mediantem zlomkt § a § rozumime zlomek gi;.

Uloha 12. UvaZujme t¥i po sobé jdouci Fareyovy zlomky. Nahlédnéte, Ze ten pro-
stiedni je mediantem zbyljch dvou (uvazovanych v zakladnim tvaru).

Uloha 13. (Fordovy kruznice) Pro zlomek 0 < £ <1 v zékladnim tvaru nakres-
leme kruznici s prumérem q%, kteréd se dotyka redlné osy v bodé E. Dokazte, ze dvé
takové kruznice se dotykaji pravé tehdy, kdyz spolu odpovidajici zlomky sousedi
v nékterém F,,.

Definice. (Sterniv-Brocotiiv strom) Sestrojme nekoneény binarni strom nésle-

dovné. Na pocatku méjme v kofeni zlomek %, od néhoz se v dali po fad€ nalevo

a napravo vznasi ,zlomky“ % a %. Tyto ,zlomky“ v dali nebudou mit zadné po-

tomky, zatimco pocinaje kofenem % bude mit kazdy jiny zlomek dva potomky: le-

vého, ktery bude mediantem tohoto zlomku s nejbliz§im niz§im zlomkem na této
3
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nebo vyS$si Grovni, a pravého, ktery bude mediantem tohoto zlomku s nejblizsim
vys$Sim zlomkem na této nebo vyssi Grovni.

0, 1 1
1: /1\ :0
I % 2 |
| 1 |
1 l/ \2 §/ \a |
| 3 3 2 1 |
r/N\ / N\ / \ / \
S T S S S S A Y
'a+ 5 5 4 3 3 2 1

Uloha 14. Nahlédnéte, Ze Sterntiv-Brocottiv strom obsahuje vSechna kladné raci-
onalni ¢isla, a to dokonce v zakladnim tvaru.

Uloha 15. Definujme jednoduchost zlomku 2 jako j(2) = L. Urdete soucet jed-
q q pq
noduchosti vSech 2™ zlomkt v n-tém fadku Sternova-Brocotova stromu.

Uloha 16. Uvazujme pro n > 5 navzajem rtzné miizové body (a1,b1), .., (an,b,)
v roving, které spliiuji |a;b;11 — a;+1b;] = 1 pro kazdé 1 < i < n, pfi¢em?Z uvazujeme
(@nt1,bnt1) = (a1, b1). Dokazte, ze |a;b; — a;b;| = 1 je splnéno i pro né&jakou dvojici
nesousednich indexti 7, j. (Korean TST)

Nutna davka analyticko-geometrickych (ne)definic

Dalsi na jidelnicku je Minkowského véta. K jejimu nalezitému straveni si vSak nejdiiv
potfebujeme osvojit néjaké osklivejsi technické koncepty v éele s (obecnou) miizkou.
Nebude to samo o sobé moc zabava, ale je to potieba ...

S objemem budeme pracovat pouze v intuitivnim pojeti. Abychom cténého Gte-
nare usetfili od pojmu jako méritelnd mnoZina, budeme ty mnoziny bodt, u kterych
dava smysl hovofit o objemu, nazyvat utvary. Intuitivné si racte predstavovat libo-
volnou slusné vychovanou hroudu.

Nedefinice. Objem utvaru U je néjaké nezaporné cislo, jez znac¢ime VolU. Pro
jeho pocitani plati:
(i) M&-li d-rozmérny ,hranol“ (d — 1)-rozmérnou podstavu s objemem S a na
ni kolmou vysku h, pak je objem hranolu roven h - S.
(ii) M4-li d-rozmérny ,kuzel“ (d — 1)-rozmérnou podstavu s objemem S a na ni
kolmou vysku h, pak je objem kuzele roven % -h-S.
(iii) Pro disjunktni atvary U;, Us plati Vol(U; U Us) = Vol U; + Vol Us.
(iv) Je-li U’ obrazem U v posunuti (¢ obecnéji néjakém shodném zobrazeni), pak
VolU’ = Vol U.
(v) d-rozmérna koule s polomérem R mé objem CyzR? kde C, je né&jaka kon-
stanta. Pro Cy existuje (komplikovany) explicitn{ pfedpis, ndm vSak postaci
prvnich par hodnot:

47 72

C1 =2 Cy = Oy = — Oy = —.

1 9 2 T, 3 37 4 2
4
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Dale se ndm bude hodit umét pocitat objemy rovnobéznosténii. K tomu, bohuzel,
musime zabéhnout k maticim. Co Ze to matice je? Racte si vybrat: obdélnicek plny
Cisel, sloupcové vektory zapsané vedle sebe, fadkové vektory zapsané pod sebou, pro
fajnSmekry jenom reprezentace néjakého linedrniho zobrazeni.

Matice a objemy propojuje koncept determinantu. Opét si k nému dovolime za-
mlcéet ,,tu korektni“ definici a misto toho pragmaticky popsat, jak s tim pracovat.

Nedefinice. Determinant ¢tvercové d x d matice

@11 aiz -+ aid
21 a22 - A2

A= T T =@l faw)
Aq1  Qd2 -+ Gdd

je néjaké Cislo, jez zna¢ime det A. Pro jeho pocitani plati:

(i) Rozvoj podle sloupce: kdykoliv zvolime 1 < j < d, pak plati
d . .
det A = Z(—l)l_l—]aij det Aij,
i=1

kde A, znadi matici (d — 1) x (d —1), ktera vznikne z A vyskrtnutim z-tého
rfadku a y-tého sloupce.

(ii) Pfic¢itani sloupct k jinym neméni determinant: Je-li u vektor, ktery lezi
v nadroviné urcené sloupcovymi vektory ay,...,a;_1,a;41,...,a4, pak

det(ai|---|(a; +u)|---|ag) = det A.

(iii) Determinant diagonédlni matice: Pokud je A diagondind, tzn. vSechny jeji
prvky vyjma ajq,ass, - - ., aqq jsou nulové, pak det A = ayy - ass - - - aqq-

Pravidla (i) a (ii) plati i tehdy, kdyZ zaménime sloupce a fadky.

Hned si také rozmysleme cviceni, které dava intuitivni predstavu za determinan-
tem a osvétluje nékteré jeho vlastnosti. Zdtraznéme, Ze tohle je cely divod, proc se
o determinanty viibec starame — chceme pocitat néjaké objemy.

Cviceni. Rozmyslete si, Ze objem d-rozmérného rovnobéznosténu, jehoz hrany od-
povidaji vektorim vy, ..., vq, je roven |det(vy] - - - |[v4)|. K tomu pomohou nésledujici
pozorovani:

(1) Je-li matice v diagondlnim tvaru, objem i determinant jsou si rovny.
(2) Sloupcové tpravy, které zachovavaji determinant, zachovavaji i objem.



MRIZKY A GEOMETRIE CISEL

Definice. M7izkou v R? rozumime mnozinu A C R?, pokud neni podmnozinou
74dné nadroviny! a lze ji pro néjakou d-tici vektort by, ..., by vyjadfit presné jako
mnozinu vSech souétt tiby + --- + tgbg pro cela éisla tq,...,tq. Takovou d-tici
by,...,bg nazyvame bdzi miizky A.

Definice. Je-li by,..., by baze miizky A, pak determinantem A (zna¢ime det A)
ozna¢ujeme absolutni hodnotu determinantu matice (by | --- | by).

Byst¥i mohou namitat, ze bazi mrizky by mohlo byt mnoho — co kdyz kazda z nich
davéa jiny determinant? Bez obav:
Tvrzeni. det A nezavisi na volbé konkrétni baze.

Vzpomina si jesté ctény ¢tenar na objemovou interpretaci determinantu? Pak jej
jisté neprekvapi nasledujici:
Pozorovani. Je-liby,..., by néjaka baze miizky A C R?, pak je det A objem tzv.
fundamentdlniho rovnobéznosténu {t1by + -+ +tgbg | t1,...,ta € (0,1)}.
Cviceni. Rozmyslete si, ze Pickova véta plati i pro obecnou miizku v R?, pokud
vysledny obsah vynasobime det A.
Uloha 17. Reélna ¢isla a, b, ¢ spliji a, ¢ > 0 a zaroveii D = 4ac—b? > 0. Dokaizte,
7e nerovnost ax? + bry + cy? < R? uréuje v roviné elipsu s obsahem %RZ.

Pro pocitani objemt se nam také obcas bude hodit poznat kolmé vektory, opra-

Sime proto zdkladni vlastnosti skalarniho soucinu. Pro ty z vas, kdo vidite skalarni
souin poprvé, vézte, Ze neni tieba se s tim pFilis trapit :-).

Definice. Skalarni soucin vektortt u = (uq,...,uq) a v = (v1,...,v4) definujeme
jako u-v = uvy + - 4 uqvq.

Ne zcela ocividna geometricka interpretace skalarniho soucinu je, Zze promitneme
u na piimku uréenou v a (orientovanou) délku této projekce znasobime s délkou v.
S timto pohledem pak neptekvapi:

Cviéeni. Vektory u,v € R? jsou kolmé, pravé kdyz u-v = 0.

Minkowského véta
Jako pfedskokana pana Minkowského nejprve predstavme pana Blichfeldta:

Véta. (Blichfeldt) Méjme v d-rozmérném prostoru atvar s objemem V. Potom Ilze
tento ttvar posunout tak, aby obsahoval alespori [V'] bodi kanonické miizky.

Diikaz. Roziezme dany ttvar podél jednotkovych krychlicek kanonické mrizky a
tyto rozrezané dilky pielozme pres sebe. Pokud se v nékterém bodé jednotkové krych-
licky prekryje alespori [ V'] riznych dilk, vyhrali jsme. Pokud ne, pak je objem roven
nanejvys [V —1 <V, coz je spor. O

LJingmi slovy: A je ,roztazend po celém R?“. Pouze zakazujeme to, aby A degenerované lezela
jen v néjakém mensim podprostoru.

6
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Cvicéeni. Pro obecnou mrizku A se véta zobecni zohlednénim determinantu — nas

atvar bude v néjakém posunuti obsahovat alespon {ﬁw bodu z A.

-----

Definice. Mnozinu M bodl v d-rozmérném prostoru nazveme konvexni, pokud
pro libovolné body A, B € M je i cela isecka AB obsazena v M.

Sami se presvédéte (ale nedokazujte formdlné), ze napt. koule, kvadry, vélce ¢i
rovnobéznostény jsou konvexni. Mnohotuhelniky jsou obecné konvexni pravé tehdy,
maji-li vSechny vnitini thly mensi nez 180°.

Véta. (Minkowski) Budte v d-rozmérném prostoru dany miizka A a utvar C, ktery
je konvexni a stfedové soumérny podle pocatku. Pokud Vol C' > 2%det A, pak v C
lezi néjaky nenulovy bod z A.

Diikaz. Uvazme dvojnasobné nafouknutou miizku 2A, ta ma determinant 2¢ det A,
coz je méné nez VolC. Podle predchoziho cviceni pak jde C' posunout tak, aby
obsahovala alesponi dva rizné body z 2A. To znamend, Ze né&jaké dva ruzné body
a,b € C splnuji a — b € 2A. Ze stfedové soumérnosti ale C' obsahuje i bod —b a
z konvexnosti také stied s tsecky spojujici a s —b. Mame tak 0 # s € C, ale diky
a—Db e 2A taky s = w € A, jak jsme chtéli. O

Uloha 18. (némecky lesik) V poloméru R > 0 od pocatku se rozkldd4 dzungle.
V kazdém mfizovém bodé uvniti tohoto kruhu vyjma pocéatku roste strom s jistym
pevné danym polomérem r > 0. V pocatku stoji pirat. Nahlédnéte, ze pokud je R
dostatecné velké, pirat nevidi z dzungle ven.

Cviéeni. Nechf je v pfedchozi tiloze naopak pevné dano R > 1. Vyrobte co nejlepsi

dolni odhad pro hodnotu r, pii které jesté pirat v nékterém sméru vidi z dzungle
ven.
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Lemma. Méjme prvocislo p = 1 (mod 4). Pak existuje ¢ takové, Ze ¢> +1 = 0
(mod p).

Uloha 19. (Fermatova véta o dvou ¢tvercich) Prvocislo p =1 (mod 4) Ize vyjadiit
jako p = x2 + y? pro cel4 &isla z, .

Lemma. Je-li p prvoéislo, pak Ize zvolit celd &isla x, y tak, Ze x> + 34> +1 = 0
(mod p).

Uloha 20. (Lagrangeova véta o ¢tyfech étvercich) Kazdé prvoéislo p lze vyjadiit
jako p = z2 + 3% + 22 + w? pro celd &isla z, y, 2, w.

Uloha 21. Jsou déna pfirozena éisla a, b, c splinjici ac = b® + b + 1. Dokaite, ze

rovnice az? — (2b + 1)zy + cy? = 1 m4 celo¢iselné Tesend. (Polskd MO)

Uloha 22. (Pick z Minkowského) Dokazte pomoci Minkowského véty, Ze trojtihel-
nik, ktery ma vrcholy v bodech kanonické miizky a kromé nich neobsahuje zadné
dalsi mrizové body, musi mit obsah %

Uloha 23. (opét Dirichletova véta o diofantickych aproximacich) Budiz dano re-
alné cislo o a prirozené N. Dokazte, ze existuje néjaky zlomek § sl <qg<N

spliujici | — % < qiN.
Uloha 24. (simultanni aproximace) Budte déna pfirozena &isla k, N a redlna
a1, ..., Dokazte, ze lze zvolit celd ¢isla py,...,pr a pfirozené 1 < ¢ < N tak,

aby bylo pro kazdé i € {1,...,k} splnéno ‘ai — %‘ < q,\cl/ﬁ.

Uloha 25. Nahlédnéte, ze mifzka A C R? musi obsahovat néjaky nenulovy vektor

v velikosti |v| < v/d - V/det A.

Dalsi dlohy
Uloha 26. Dvé nekoneéné posloupnosti celych &isel a1, as,... a by, b, ... spliuji

(an - an—l)(an - an—2) + (bn - bn—l)(bn - bn—2) =0

pro vSechna n > 2. Dokazte, ze pro néjaky index k je splnéno ay = agi2016-
(1KS 5-A5)

Uloha 27. (jednozna¢nost dvou ¢tvercil) Uz vime, ze p = 22 + 142 ma pro prvoéislo
)

p =1 (mod 4) feseni. Dokazte, Ze toto FeSeni je dokonce jednozna¢né az na zménu

znamének a poradi.

Uloha 28. V roviné je dan konvexni miizovy pétitihelnik. Dokaite, Ze (uzavieny)
pétithelnik, ktery vytinaji thlopficky puvodniho pétithelniku, obsahuje mfizovy
bod.
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Uloha 29. Pro piirozené n necht f(n) znaéi pocet zptisobi, jak zaplatit castku n
pomoci minci v hodnotach vsech mocnin dvojky. VSech druht minci pfitom mame
neomezené mnozstvi a zpusoby zaplaceni, které se lisi jen pofadim minci, nepovazu-
jeme za riizné. Dokaizte, Ze pro n > 3 plati 27°/4 < f(2) < 27°/2, (IMO 1997)

Uloha 30. Bud dana koneénd mnozina S = {pi,...,p,} prvocisel. Pro z € R
necht f(S,z) pocet téch pfirozenych ¢isel nepfevySujicich x, kterd maji vSechny

) 1 s e s log )" o
své prvodiselné délitele v S. Nahlédnéte, ze f(S,x) ~ %, resp. formalné
: f(Sz) _ 1
limg o0 (logz)™ ~ nllogpi-logpn

Uloha 31. Budiz dano piirozené ¢islo m > 2, potom nazvéme miizovy bod v ro-
viné m-msiZovym, pokud jsou obé jeho soufadnice nasobky m. Dokazte, zZe existuje
konstanta ¢ > 0 s vlastnosti: kdykoliv mfizovy trojahelnik v roviné obsahuje pravé
jeden m-miizovy bod, pak ma obsah nanejvys cm3. (China TST 2021)

Uloha 32. Budte ddna C, d a r. Vektor w € R? délky 1 nazveme (C, 7“) -ZuZovym,
pokud pro kazdy nenulovy m¥izovy vektor z spliiuje vztah |w - z| > IZ\” kde - je
skalarni soucin a |z| znaéi délku vektoru z. Dokazte, Ze:

(a) Pror < d—1 nikdy neexistuje zadny (C,r)-ztzovy vektor.

(b)** Pro r > d — 1 lze zvolit C tak, aby existoval n&jaky (C,r)-zuzovy vektor.

Na tplny zavér zabita loha s hlubokymi souvislostmi v algebraické teorii ¢isel —
jednd se o jistou podobu tzv. Minkowskeého meze:

Uloha 33. Bud f(z) monicky polynom stupné n s celo¢iselnymi koeficienty, ktery

je ireducibilni nad Q a m4 n readlnych kofent r1,...,7,. Potom plati
’ﬂ
H | — 1"]| > F
1<i<j<n
Navody

1. Tezisté se pozna tak, ze déli trojuhelnik na t¥i mensi s navzajem rovnymi obsahy.
2. Jednicky lze vzdy jednoznac¢né doplnit. Interpretuj validni zptusoby zaplaceni
jako mfizové body prekryté jistym trojuhelnikem.
3. Spocitej obsah ,celého grafu“, tzn. doplitku vnéjsi stény, dvéma zpusoby: jednou
primo a podruhé poscitanim vSech vnitinich stén.
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4. Jednoduse odecti Pickovské obsahy dér.

5. Stiedové zobraz mnohothelnik podle pulbodu a pocitej obsahy. Pozor, mohou
vzniknout diry!

6. Ctverec vzdalenosti dvou miizovych bodi je celé é&islo . ..

7. Trik: nafoukni dvakrat a vezmi stfedy nejdelSich ahlopticek. Jako mnohem tech-

funkei.

8. Moznosti je mnoho. Jednou z téch pfimocarejsich jsou tzv. Reeveovy ctyrstény:
zafixuj pulétvereckovou podstavu a poté hybej vyskou ¢tyfsténu.

9. Ve stejnolehlosti se snadno pfedvidatelné chovaji obsah mnohotihelniku a pocet
miizovych bodl na hranici. Body uvnitt dopocitej z Pickova vzorce.

10. Interpretuj zlomky jako miizové body a rozmysli, co dovedes fict o trojihel-
niécich, které uréuji. V opa¢ném sméru staci vzit n = max{b, d}.

11. Pro libovolné n spadne o mezi néjaké dva Fareyovy zlomky.

12. Zapis si vztah z Fareyovy-Cauchyovy véty pro obé sousedici dvojice.

13. Prosté to spocitej a pouzij Fareyovu-Cauchyovu vétu.

14. Pulky Sternova-Brocotova stromu jsou hezky soumérné a levou tvoii Fareyovy
zlomky. Potomci maji vzdy vétsi jmenovatele, takze kazdy mediant tvoii novy Fa-
reyuv zlomek, ktery uz bude v zakladnim tvaru.

15. j(Z5) +(5%) = i (). Tyto zlomky se vidy najdou na nésledujicim fadku,
protoZe operace £ pfiq a £ — I se k Sternovu-Brocotovu stromu chovaji hezky.

16. Podivej se na (ve vhodném smyslu) ,nejvétsi“ vektor.

17. Piendsobenim vhodnou matici ziska$ kruznici 22 + y? < R2, obsah se méni
s determinantem.

18. Pouprav si pohled: misto stromti s polomérem a paprski svétla bez sitky uvazuj
bodové stromy a paprsek svétla s sitkou.

19. Jako mnozinu ber (otevienou) kouli s polomérem +/2p. M¥izku vyrob z vektori
(1,¢) a (0,p).

20. Pouzij podobnou strategii jako u dvou c¢tverci: volbou mfizky zajisti, aby
vSechny jeji body mély ¢tverec vzdélenosti od pocatku 0 (mod p), volbou mnoZiny
pak zajisti, ze to nemuze byt 2p ¢i vic.

21. Diky zadané podmince ma vyraz nalevo maly diskriminant — to odpovida vel-
kému obsahu elipsy.

22. Vyrob z nékolika kopii trojuhelniku vétsi rovnobéznik se stiedem v miizovém
bodé.

23. Interpretuj % jako m¥izovy bod (p,q). Trosicku uprav kyZzené podminky, aby
davaly symetrickou konvexni mnozinu a spocitej objem.
10
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24. Priimocare rozsit konstrukci z predchozi tlohy. Véci, co potiebujes pocitat,
vypadaji fakt hezky — podstavy jsou obdélniky /kvadry.

25. Koule by mozna dala lepsi konstantu, nicméné postaci krychle.

26. Kolmé vektory.

27. Je-li k kruznice 22 +y? = p a A miizka vyroben4 z vektorii (1,¢), (0,p), chces
dokézat |k N A| = 4. Pick pomtize.

28. Tady zadna véta nepomuze! Pouzij stiedovy trik, pfiprav se na rozebrani pti-
padt a neboj se opfit o indukci!

29. Pocet miizovych bodi ~ objem. V dokazovaném odhadu je spousta mista,
stac¢i rozumné odhadnout chybu.

30. Soufadnice v R" interpretuj jako exponenty v prvociselném rozkladu. Roz-
dil objemu a poctu pokrytych mfizovych bodu je nanejvys amérny povrchu, takze
celkem maly.

31. Zkombinuj dvé moznosti, jak zkonstruovat dalsi m-mfizovy bod: budto (m+1)-
nasobneé stejnolehli z nékterého vrcholu, anebo najdi dost velky rovnobéznik zacen-
trovany v onom jednom m-m¥izovém bodé, jehoz (alespoil) ptlka lezi uvnit¥ troja-
helniku.

32. (a) Je-li ddno w, najdi z, které ho rozbije, pomoci Minkowského véty. MnozZina
dané touto vlastnosti neni konvexni, ale dovedes v ni najit valec libovolné velkého
objemu. (b) Je-li ddno z, spocti, jak velkou ¢ast jednotkové sféry, kterou toto z
zakazuje, a nahlédni, ze soucet konverguje, takze pro dost malé C nebude zakazand
celd sféra. Mozna narazi$ na to, ze s povrchy se blbé pracuje — vypoiadej se s tim
néjak.

33. Racte se posadit a pfipoutat, bude to jizda:

(1) Levé strana je determinant m¥izky s bazovymi vektory (1,7;,72,...,r7"" ).
(2) Do Minkowského véty chces pouZit mnozinu {|z1| + -+ + |z,| < n}. Pro¢?
(3) Protoze AGcko!

(4) Pro body z miizky ale z Vigtovych vztahit musi byt x4 - - - 2, celé &islo.
(5) Profit.
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