Monskyho véta

RADO VAN SVARC

ABSTRAKT. Cilem pfispévku je seznamit ¢tenafe s Monskyho vétou. V prvni ¢asti
budeme budovat zdanlivé nesouvisejici teorii. Ve druhé pak tuto teorii vyuzijeme k da-
kazu véty.

Zamysleme se nad néasledujici otazkou — pro jaka prirozena m umime roziezat
¢tverec na n trojuhelnikid o stejném obsahu? Je jednoduché ukazat, ze pro suda n
je to vzdy mozné. Jak je to ale s lichymi?

Zdanlivé nesouvisejici teorie

Definice. Necht p je prvocislo. Potom jako p-valuaci nazveme funkci v, : Q — R
takovou, Ze v,(0) = 0 a pokud r # 0 je racionalni éislo, pro které plati r = pk%, kde
k je celé ¢islo a a a b jsou celd ¢isla nedélitelnd p, pak v, (r) = p~*.

Napiiklad va(3) =4, v3(15) = § a vs(1) = 1.

Definice. Funkciv:R — Ra' nazveme nearchimédovskou valuaci, pokud plati
(1) (v(z) =0) & (z =0),
(2) v(zy) = v(x)v(y),
(3) v(z +y) < max{u(z),v(y)},

pro libovolné z,y € R.

Tvrzeni. Pokud v je nearchimédovska valuace a v(x) # v(y), pak v(x +y) =
max{v(z), v(y)}-

Rozsifovani p-valuace

Povsimnéme si, Ze v,(z) nasi definici nearchimédovské valuace témér spliiuje, pouze
neni definovand v iracionalnich éislech. Je mozné tuto funkci vhodné na iracionalnich
¢islech dodefinovat tak, Ze v, zlistane nearchimédovskou valuaci, ale my to délat ne-
budeme. Vystacime si se slabsim tvrzenim. Stale usilujeme o to, roztdhnout defini¢ni
obor na celé R, ale misto RS‘ budeme za obor hodnot nasi valuace pozadovat jen
néjakou mnozinu M, pro kterou plati M = {0} UG, kde G je uspofaddand abelovska
grupa (tj. mnozina s nasobenim a délenim, u které umime uréit, co je vétsi a co je
mensi) a kde pro kazdé a € G plati 0-a=0a 0 < a.
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Tvrzeni. Existuje nearchimédovska valuace w : R — M takovd, Ze w (%) > 1.

Lemma. (Zornovo) Méjme mnozinu X. O mnoziné R, jejiz prvky jsou podmnoziny
X, fekneme, ze se jedna o fetézec, pokud pro kazdé dvé mnoziny A, B € R plati
A C B nebo B C A.

Necht' S, jejiz prvky jsou podmnoziny X, je neprdzdnd mnozina spliiujici nésle-
dujici podminku: Pro kazdy fetézec R C S plati |JR € S. Pak existuje maximalni
mnozina M € S. (Maximdlni mnozinou rozumime takovou, Ze pro zZadnou jinou
mnozinu A € S neplati M C A.)

A jdeme na to!
Véta. (Monskyho) Neni mozné rozfezat ¢tverec na lichy pocet trojihelniki se
stejnym obsahem.

Budeme pro spor predpokladat, ze takové rozrezani je mozné a budeme pracovat
s takovymto roziezanim &tverce {[z,y] € R?: 0 < z,y < 1}.

Definice. Rekneme, Ze bod se soufadnicemi [z,y] je obarven
(1) modre, pokud w(z) > w(y), w(z) > w(1),
(2) zelené , pokud w(z) < w(y),w(y) > w(l),
(3) cervené, pokud w(z) < w(l),w(y) < w(l).

Definice. Vjyraz
la1bacs + agbscr + agbica — arbzca — agbics — agbacy |

budeme zkracené znacit jako

ay az as
by ba b3
c1 C2 C3

Lemma. Trojuhelnik se soufadnicemi [z1,y1], [T2, y2], [¢3, y3] méd obsah rovny

1 1 r1 Y1 1
5‘(%—mz)(yl—ys)—(ﬂfl—3?3)(y1—y2)‘ =35 (%2 b2 1
r3 ys 1
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[€3,y3]

AAAAAA [z2,y2]

[#1, 1]

Definice. Jako duhovy trojuhelnik nazveme takovy trojuhelnik, jehoz kazdy vrchol
ma jinou barvu.

Lemma. Necht [x1,y1], [T2,y2] a [z3,ys] jsou vrcholy duhového trojihelniku. Po-
tom

1 y1 1
wl|ze y2 1 > 1.
r3 ys 1

Lemma. V libovolném roziezani ¢tverce se vyskytuje alespori jeden duhovy troj-
thelnik.
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