Mocnost bodu ke kruznici

VERCA HLADIKOVA

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje se zakladnimi vlastnostmi mocnosti bodu ke kruz-
nici a ilustruje jeji pouziti v geometrickych tlohéach.

Trocha teorie na Gvod

Definice. Je dan bod M a kruznice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruznici k rozumime &islo p(M, k) = |MO|? — r2.

Poznamka. Pokud bod M lezi vné kruznice k, je ¢islo p(M, k) kladné. Pokud lezi
uvnit¥ k, pak je p(M, k) zadporné. Lezi-li bod M na kruznici k, je p(M, k) = 0.

Poznamka. Necht M a N jsou dva rizné body. Pak p(M,k) = p(N, k), pravé
kdyz [MO| = [NO|.

Tvrzeni. Necht pfimka p vedend bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Pak
plati
|MA|-|MB|, lezi-li M vné k,

M, k) =
p(M, k) {_|MA.|MB|, lei-li M uvnitt k.

Jestlize specialné M lezi vné k a oznac¢ime T bod dotyku tecny ke kruznici k vedené
bodem M, pak p(M, k) = |[MT|>.

Tvrzeni. Necht ABCD je ¢tyiiihelnik a M = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy,
pravé kdyz |MA| - |MD|=|MB|-|MC|.

Definice. Necht k, [ jsou kruznice. Mnozinu bod@t X splijicich p(X, k) = p(X,1)
nazyvame chorddlou kruznic k, [.

Tvrzeni. Chordéla dvou nesoustiednych kruznic je piimka kolma na spojnici jejich
stredu.

Tvrzeni. UvaZme tii kruznice ki, ko, k3. Pak jejich vzdjemné chordaly prochézeji

jednim bodem (nebo jsou vSechny rovnobézné). Tomuto bodu se iika potencni stied
kruznic kl, kg, ]C3.

Piiklady

Priiklad 1. Kruznice k, [ se stifedy K, L se protinaji v bodech A, B. Pfimka AB
protne spole¢nou tec¢nu kruznic k, [, ktera se jich dotyka v bodech T', U, v bodé P.
Pak |PT| = |PU|.

1



MOCNOST BODU KE KRUZNICI

Priklad 2. Na prodlouzeni tétivy KL kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici & se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyruhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 3. KruZnice vepsané trojuhelniku ABC se dotyké jeho stran AB, BC,
CA v bodech F, D, E. Ozna¢me pismeny Y7, Yo, Z1, Zs, M stiedy tseéek F'B, BD,
DC, CE, BC. Kone¢né bud X = Y,Y> N Z1Z,. Dokazte, ze XM | BC.

Priklad 4. Méjme pravouhly trojihelnik ABC s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici k;, kterd se dotykd AB v bodé A a
prochézi bodem D. Déle téZ kruznici ks, kterd se dotykd AB v bodé B a téZ prochéazi
bodem D. Ozna¢me FE druhy prisecik kruznic k; a ko. Dokazte, ze tthly BAC a DEC
jsou shodné. (Hradisteé 2007)

Priklad 5. Teény skrz A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T a U. Bud M stred
AT. Use¢ka MU protne k podruhé v bodé X. Dokazte, ze | X A| =2 - |MX|.

Priklad 6. Na piimce p lezi body A, B, C, D v tomto pofadi. KruZnice nad
pruméry AC, BD se protnou v X, Y. Na pfimce XY zvolime bod P (P ¢ BC).
Pifimka CP protne kruznici nad AC podruhé v bodé M, pfimka BP kruznici nad
BD v bodé N. Ukazte, ze piimky AM, DN, XY prochazeji jednim bodem.

(IMO 1995)

Priklad 7. V trojuhelniku ABC ozna¢me By, Cy paty ptislusnych vysek. Zvolme
bod P tak, aby pfimka PB byla tecnou ke kruznici opsané APACy, a primka PC
te¢nou ke kruznici opsané APABj. Dokazte, Ze AP je kolma na BC.

(MEMO 2011, MR&JT)

Priklad 8. Body P a @ leZi na strandch CA a AB trojihelnika ABC. Ozna¢me
K, L a M postupné stfedy usecek BP, C(Q a PQ. Déale predpokladejme, ze pfimka
PQ je tetnou ke kruznici opsané trojuhelniku K LM . Ukazte, ze body P a @ jsou
stejné€ vzdalené od stfedu kruznice opsané AABC. (IMO 2009)

Priklad 9. Je dén ostrothly trojuhelnik ABC' s kolmistém H. KruZnice se stfedem
ve stfedu strany BC' prochézejici bodem H protne BC v Aj, As. Body Bi, Bs, C1,
C5 definujeme podobné. Dokazte, Ze téchto Sest bodu lezi na kruznici.

(IMO 2008)

Priklad 10. Je dana kruznice k a pfimka p. Bod P se nachéazi na p. Teény z P
ke k se ji dotykaji v T' a U. Uvazme kruznici se stfedem P prochézejici body 7', U.
Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochéazeji dvéma spole¢nymi body.

Priklad 11. Na strané BC trojihelnika ABC s vyskami BM, CN a kolmistém
H je ddn bod W. Body X, Y jsou zvoleny tak, aby WX, WY byly priaméry kruznic
BW N, respektive CW M. Dokazte, Ze body X, Y, H lezi na ptimce. (IMO 2013)
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Priklad 12. Necht ABCD je ¢tyifthelnik vepsany do kruznice k takovy, Ze piimky
AD a BC se protinaji v bodé Q). Oznac¢me M prusecik piimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC vedené bodem Q. Zvolme T € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |[MT| = |MQ)|. (MKS 2005)

Priklad 13. Je dan trojuhelnik ABC' s vepsistém [ a opsistém O. Kolmice na Al
skrz I protne BC v A’. Podobné definujme B’ a C’. Dokazte, %e body A’, B’, C’

lezi na pfimce kolmé na OI.

Priklad 14. Uhlopficky nerovnoramenného lichobézniku ABC D se protinaji v bo-
dé P. Necht Ay je druhy prusec¢ik kruznice opsané ABCD s piimkou AP, body Bi,
C1, Dy definujeme obdobné. Dokazte, ze A1 B1C1D; je také lichobéznik.

(Turnaj mést 2008)

Priklad 15. Osy thli u vrchol A, B protnou protéjsi strany trojuhelnika ABC
v bodech D, E a samy sebe v I. Pfimka DFE protne kruznici opsanou v M a N.
Dokazte, ze ptipsisté I4 a Ip lezi na kruznici MIN. (ARO 2006)

~vey

Bod P na polopfimce AG spliiuje |[<CPA| = |[<CAB|, bod @ na polopfimce BG
splituje |<CQB| = |<ABC|. Dokazte, ze se kruznice AQG a BPG protinaji na AB.
(Kanada 2013)

Navody

Uvazujte mocnost z bodu P.

Pouzijte pravouhlé trojahelniky.

Uvazujte B, C jako nulové kruznice.

Piimka DFE prochéazi stfedem tusecky AB, pouzijte tisekové thly.
Dokreslete kruznici opsanou AXU.

Hledany prusecik bude poten¢nim stfedem.

Bod P je prisecik vysky z vrcholu A a Thaletovy kruznice nad BC.
Ukazte, Ze trojuhelniky M KL a AQP jsou si podobné.

Dokazte, ze na kruznici lezi vzdy dvé dvojice bodu. Mohlo by se jednat o rizné kruznice?
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Primka p je chordala k a néjakého bodu.

[
N o=

Protnéte kruznice podruhé.
Dokazte, ze M@ je te¢nou ke kruznici opsané BDQ.

Uvazujte I jako kruznici s nulovym polomérem.

-
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Kombinujte ¢tyfi rovnosti ziskané z mocnosti.

=
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Dokazte, ze DE je chordala dvou kruznic.

=
@

Uhlové podminky pievedte na te¢nosti a tipnéte spravny bod na AB.
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