Mocnost bodu ke kruznici

MARTINA VAVACKOVA

Na prednésce si fekneme, co je to mocnost bodu ke kruznici a proc¢ se hodi ji znat.
Naucime se, jak a kdy je vyhodné ji pouzit. Po seznameni se zakladnimi vlastnostmi
se pustime do feSeni prikladi.

Trocha teorie na tGvod

Definice. Je déan bod M a kruznice k se stfedem O a polomérem r. Mocnosti bodu
M ke kruznici k rozumime &islo p(M, k) = |MO|* — r2.

Poznamka. Pokud bod M lezi vné, resp. uvniti kruznice k, je éislo p(M, k) kladné,
resp. zédporné. Lezi-li bod M na kruZnici k, je p(M, k) = 0.
Poznamka. Necht M a N jsou dva rtzné body. Pak p(M,k) = p(N, k), pravé
kdyz |[MO| = |NO|.
Tvrzeni. Necht pfimka p vedena bodem M protne kruznici k v bodech A, B. Pak
plati
|MA|-|MB], lezi-li M vné k,
p(M, k) = Lo o
—|MA|-|MB|, lezi-li M uvnitf k.

Jestlize specialné M lezi vné k a oznac¢ime T bod dotyku tecny ke kruznici k
vedené bodem M, pak p(M,k) = |MT|*.
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Tvrzeni. Necht ABCD je ¢tyifuhelnik a M = AD N BC. Pak ABCD je tétivovy,
pravé kdyz |IMA|-|MD|=|MB|-|MC|.

Definice. Necht k, [ jsou kruznice. Mnozinu bodt X spliiujicich p(X, k) = p(X,1)
nazyvame chorddlou kruznic k, [.

Tvrzeni. Chordédlou dvou nesoustiednych kruznic je piimka kolma na spojnici
jejich stredii.

Piiklady

Priklad 1. KruZnice k, [ se stiedy K, L se protinaji v bodech A, B. Pfimka AB
protne spole¢nou tec¢nu kruznic k, [, ktera se jich dotyka v bodech T', U, v bodé P.
Pak |PT| = |PU|.

Priklad 2. Na prodlouzeni tétivy K L kruznice k se stfedem O lezi bod A. Teény
z bodu A ke kruznici k se ji dotykaji v bodech T', U. Ozna¢me M stied tsecky TU.
Ukazte, ze ¢tyfuhelnik K LMO je tétivovy.

Priklad 3. Méjme pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou AB. Na jeho odvésné
AC zvolme bod D. Nyni sestrojme kruznici kp, kterd se dotykd AB v bodé A a
prochézi bodem D. Déle téZ kruznici ks, kterd se dotykd AB v bodé B a téZ prochazi
bodem D. Ozna¢me E druhy prisec¢ik kruznic k; a ko. Dokazte, ze tthly BAC a DEC
jsou shodné. (Hradisteé 2007)

Priklad 4. Je déna kruznice k a bod A rtzny od jejiho stfedu. Ukazte, Ze stiedy
kruZnic opsanych vSem trojihelnikiim ABC, jejichz strana BC je priumérem kruznice
k, lezi na jedné pfimce. (MO 56-A-1-5)

Piiklad 5. Uvazujme ty paraboly uréené rovnici 2 + px 4+ ¢ = 0, p,q € R, které
protinaji osy x, y ve tfech rtiznych bodech. Ke kazdé trojici prisecikti uvazme kruz-
nici, ktera jimi prochéazi. Dokazte, ze vSechny takové kruznice prochazeji jednim
bodem. (Spanélsko 1997)

Priklad 6. KruZnice k a [ jsou soustfedné, pficemz k lezi uvnitf [. Bodem A € [
vedeme te¢nu AB ke k, kde B € k, a jejiz druhy prisecik s kruznici | ozna¢ime C.
Dale bud D stied AB. Pfimka prochézejici bodem A protne kruZnici & v bodech
E a F tak, ze osy usecek DE a CF se protinaji v bodé M na AB. Uréete pomér
|[AM|/|MC]|. (USA MO 1998)

Priklad 7. V trojuhelniku ABC ozna¢me By, Cy paty pfislusnych vysek. Zvolme
bod P tak, aby pfimka PB byla te¢nou ke kruznici opsané APAC, a pfimka PC
te¢nou ke kruznici opsané APABj. Dokazte, ze AP je kolma na BC.

(MEMO 2011, MR&JT)

Priklad 8. Body P a @ lezi na stranich C'A a AB trojihelnika ABC. Ozna¢me
K, L a M postupné stfedy usecek BP, CQ a PQ. Dale predpokladejme, ze ptimka
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PQ je tecnou ke kruznici opsané trojuhelniku K LM . UkazZte, Ze body P a @ jsou
stejné vzdalené od stfedu kruznice opsané AABC. (IMO 2009)

Dal%i priklady

Piiklad 9. Necht ABCD je ¢tyfuhelnik vepsany do kruZznice k takovy, ze pfimky
AD a BC se protinaji v bodé Q. Ozna¢me M prusecik pfimky BD a rovnobézky
s pfimkou AC' vedené bodem Q. Zvolme T € k tak, aby MT byla te¢nou kruznice
k. Dokazte, ze |MT| = |MQ)|. (PraSe 2005)
Priklad 10. Uhlopiicky nerovnoramenného lichobé&zniku ABC D se protinaji v bo-
dé P. Necht A; je druhy prusecéik kruznice opsané ABCD s piimkou AP, body Bi,
C1, Dy definujeme obdobné. Dokazte, ze A1 B1C1D; je také lichobéZnik.

(Turnaj mést 2008)
Prfiklad 11. V trojihelniku ABC je |BC| = 20. Kruznice vepsana déli téznici AD
na t¥i stejné ¢asti. Urcete obsah trojuhelniku ABC. (AIME 2005)
P¥iklad 12. Dokaizte, Ze v libovolném trojihelniku plati OI? = R?—2rR (kruznice

opsand se stifedem O ma polomér R, kruznice vepsand se stiedem I ma polomér r).
Hint: Tvrzeni vlastné hovori o mocnosti bodu I ke kruznici opsané.

Zdroje

Mezi hlavni zdroje piikladt patii semindf Umeni vidét v matematice vedeny Mi-
chalem Rolinkem a Pepou Tkadlecem. Déle jsem Cerpala ze starSich pfispévka Alci
Skélové a Pepy Tkadlece. Vsem vyse jmenovanym dékuji.

57



