Mnoziny velké a vétsi
| Alexander ,,Olin* Sldvik

Uvod
Co jsou to mnoziny? Kdy jsou dvé mnoziny stejné velké a kdy je naopak jedna
vétsi nez druha? A co vlastné jsou ¢isla? Tyto otazky si zacali klast matematici
na prelomu 19. a 20. stoleti, kdy uz sice byly mnohé partie matematiky znacné
rozvinuté, k mnozindm (a nejen jim) se vSak stale pfistupovalo spie intuitivng,
bez solidniho matematického podkladu. Ucelem této prednasky je pokusit se na
tyto otdzky odpovédét nebo alesponi odpovéd naznadit.

Paradoxy aneb Kde je chyba?

Nasledujicich nékolik myslenkovych postupti mélo pomérné zasadni vyznam pro
rozvoj teorie mnozin a matematické logiky. Vzilo se pro né ponékud nespravné
oznaceni paradozy, ackoliv jde o sporné tvrzeni.

Paradox. (Russeliv) Nechf m je mnoZina vSech mnoZin takovych, Ze nejsou
svym vlastnim prvkem, tedy m = {z:x ¢ z}. Plati m € m?

Paradox. (Cantortiv) Ozna¢me V mnozinu v8ech mnozin. Dle Cantorovy véty
plati V < P(V), ovSem zéroveini snadno nahlédneme, ze P(V) C V| tedy by mélo
platit i V = P(V) (pro vysvétleni symboli viz dale).

Paradox. Jak vypada mnozina ¢ definovana jako mnozina vSech ¢isel, které 1ze
popsat nejvyse dvaceti ¢eskymi slovy? Mnozina ¢ je urc¢ité konec¢na, protoze ¢eskych
slov je kone¢né mnoho, tedy ma nejvétsi prvek. Patii do mnoziny ¢ ¢islo definované
jako ,nejvétsi prvek mnoziny cisel sestavajici z prvkiu, které lze popsat dvaceti
¢eskymi slovy, zvySeny o jedna“?

Soucasna vSeobecné pouzivand teorie mnozin (Zermelova-Fraenkelova teorie
s axiomem vybéru, ZFC) se s témito nepffjemnymi skuteénostmi vyrovnava tak,
ze jednoduse zadny z vyse uvedenych objektd neuznédva jako mnozinu. Predné je
hlavnim rysem této teorie, ze neni nijak zaloZena na prirozeném jazyce, pouze
na jazyce matematické logiky. V tomto jazyce je zformulovino nékolik axiomi,
které popisuji, co vlastné mnozZiny jsou (presnéji jak lze vytvorit mnoziny z jinych
mnozin) a ostatni objekty se za mnoziny nepovazuji. Rozbor téchto ,zdkladnich
kamentu“ moderni teorie mnozin je nad ramec tohoto prispévku.

Mohutnost mnoZin

Uvazme nésledujici situaci: na lekci tanec¢nich se seslo mnoho chlapct a divek —
tolik, ze kdybychom je chtéli spocitat, tak bychom se pfi tom skoro urcité ,sekli“.
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Presto muzeme pomérné snadno zjistit, které pohlavi je v sale vice zastoupeno.
Jednoduse vyhlasime volenku (v tuto chvili nezalezi na tom, zda panskou, ¢i dam-
skou) a jakmile parovani ustane, vSimneme si, jestli ,na ocet* zistali néjaci hosi,
nebo dévéata®. Pokud vsichni tanéi, je jasné, Ze je chlapct i divek stejné mnoho.

Tyto tvahy snadno pfepiseme do formalnich definic, hovoficich o mohutnostech
mnozin.

Definice. Rekneme, #e mnoZiny z, y maji stejnou mohutnost, pokud existuje
prosté zobrazeni mnoziny x na mnozinu y (piSeme x ~ y). Rekneme, e mnoZina
x ma mohutnost mensi nebo rovnu mohutnosti y, pokud existuje prosté zobra-
zeni mnoZiny x do mnoziny y (zapisujeme x < y). Rekneme, Ze mnozina x ma
mohutnost mensi nez y, pokud existuje prosté zobrazeni mnoziny r do mnoziny
y a neexistuje prosté zobrazeni mnoziny y do mnoziny = (zapisujeme x < y).
Analogicky definujeme vztahy x =y, © > y.

Jaké problémy nastanou, pokud se podivame na nekoneéné mnoziny, tj. kdyz
pripustime, Ze se v tanecnich seslo nekone¢né mnoho 1idi? Mohlo by se ndm tifeba
stat, ze chlapci i divky budou oéislovani (vSemi) pfirozenymi ¢isly. P¥i pdnské
volence si pak hoch 1 vyvoli jako partnerku divku 2, hoch 2 divku 4, obecné hoch
n divku 2n — v8ichni hosi tandi, ale ,polovina“ dévcat zistala sedét! Totéz se ndm
miize stat pri damské volence: kdyby treba divka n Sla na parket s chlapcem 2",
je patrné, Ze z chlapcu ,témér nikdo* netanci. Presto je patrné, Ze by mohli tancit
v8ichni (t¥eba kdyz bude n tanéit s n). Tento problém Fesi nasledujici véta:

Véta. (Cantor-Bernsteinova)  Pokud pro néjaké dvé mnoziny x, y plati zarover
r=<yax=y, tak plati i x ~ y.

Jak je to s mohutnostmi béznych mnozin ¢isel? Nasledujici tvrzeni se muze zdat
prekvapujici — vzdyt raciondlnich éisel je o tolik vic nez pfFirozenych!
Tvrzeni. NxZ~QaR=C, aleN<R.

Definice. Rekneme, Ze nekoneénd mnozina x je spocetna, pokud x ~ N. V opac-
ném piipadé je nespocetna.

Priklad. Historicky zajimava je otédzka existence transcendentnich ¢isel, tedy
realnych ¢isel, kterd nejsou feSenim zadné rovnice tvaru

-1
anx™ + ap_12™ "+ -+ a1z +ag =0,

kde ag,a1,...,a, € Z. S prostfedky teorie mnozin lze rozhodnout snadno — staci
ukdzat, ze doplnék této mnoziny (mnozina tzv. algebraickych ¢isel) je spocetna
mnozina.”

6Zde mlcky piedpokladame, Ze vSichni pfitomni jsou opravdu ,tancechtivi®, a tedy si nene-
chaji ujit zddnou prilezitost k tanci.

"Lze ukézat, Ze napf. e nebo 7 jsou transcendentni &isla.
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Definice. Poten¢ni mnozinou mnoziny x nazveme mnozinu vSech podmnozin
mnoziny x, zna¢ime P(z).

Véta. (Cantorova) Pro kazdou mnozinu x plati x < P(z).

Cantorova véta nam ¥ika, ze Skala mohutnosti mnozin neni omezena — kdykoliv
si vezmeme néjakou mnozinu, jsme schopni k ni najit mnozinu s vétsi mohutnosti.
To vsak neni vsechno. Uvazme posloupnost mnozin

Sjednotime-li vSechny tyto mnoziny, dostaneme mnozinu, kterd ma mohutnost
vétsi nez kterakoliv z mnozin v posloupnosti.

Daéle nas mize zajimat, ,,0 kolik“ je potenéni mnozina vétsi nez puvodni mno-
Zina. Redeno pfesnéji a konkrétnéji, ptame se, zda existuje takova mnozna z, Ze
plati

N <z < P(N).

Tato otazka po dlouhéa léta zaméstnavala matematiky, az se nakonec ukazala pie-
kvapiva skutecnost — jde o tzv. nerozhodnutelné tvrzent, tedy v teorii ZFC nejsme
schopni tento vyrok ani dokazat, ani vyvratit.

Pfirozena cisla

Axiomy teorie mnozin hovofi pouze o mnozinich, o ¢islech neni nikde zminka
— chceme-li tedy pracovat s objekty, jako jsou pfirozena ¢isla ¢i N, musime je
nadefinovat jako mnoziny. Konstrukci pfirozenych ¢isel provedeme tak, ze za pfi-
rozené ¢islo prohldsime mnozinu vsech mensich pfirozenych éisel. Nula® je tedy
prazdnd mnozina, jednicka je {0}, dvojka {0,1} = {0,{0}}, 3 = {0,1,2} =
={0,{0},{0,{0}}} atd.

Snadno nahlédneme, 7e obecné plati® n + 1 = n U {n}. Dale ndm tato definice
prirozenym zpusobem generuje znamé usporadani prirozenych ¢isel: n < m, pravé
kdyz n € m, an < m, pravé kdyz n C m. Na tomto misté radéji precizujme pojem
uspofradani:

Definice. Relaci < na mnoziné u nazveme (¢asteénym) usporadanim, pokud pro
vSechna x,vy, z € m plati:
(i) z Qz,
(ii) @dynyda)=z=y,
(iii) (x Qyrny<z)=zJz.

8V teorii mnozin zpravidla nulu za pfirozené &islo povazujeme.

9Toto tvrzeni neni Uplné spravng, jelikoz je v ném pouzito s¢itani, které zatim neni nijak
definovano. Zpravidla se mnozina n U {n} znadéi s(n) a nazyva se ndslednik n.
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Plati-li navic pro kazdé x,y € u alespon jedna z moznosti x <y, x > y, hovoiime
o linedrnim usporadani. Pokud jesté k tomu plati, ze kazda podmnozina v C u ma
v usporadani < nejmensi prvek (tedy existuje takové x € v, Ze pro vSechna y € v
plati z < y), jde o dobré usporadani.

Poznamka. Kazdé usporadani piirozené existuje ve dvou verzich — neostré a
ostré. Neostra verze je definovana vyse, ostra verze zakazuje rovnost. Prikladem
takové dvojice je napt. < a < na pfirozenych cislech.

Bézné uspotradani prirozenych cisel je dobré, oproti tomu usporadani celych
¢isel dobré neni, stejné tak tfeba usporadani redlnych ¢isel v intervalu (0, 1). Kazdé
linearni usporadani koneéné mnoziny je nutné dobré.

Vsimnéme si nasledujici (prakticky zfejmé) vlastnosti pfirozenych ¢isel: pokud
libovolnou kone¢nou mnozinu linedrné usporadame, je toto usporadani stejné jako
usporadani néjakého piirozeného éisla (tedy mnoziny po sobé jdoucich pfirozenych
¢isel) pomoci €. Ptirozena ¢isla jsou tedy jakési modelové piiklady uspofadani ko-
ne¢nych mnozin. Chtéli bychom vytvofit podobné reprezentatny i pro dobra uspo-
fadani nekoneénych mnozin. Témito reprezentanty budou ordinalni ¢isla (kratce
ordindly).

Ordinalni Cisla

Definice. Mnozinu u nazveme ordinalnim ¢islem, pokud je na ni € ostré dobré
usporadani a pro vSechna x € u plati x C u.

Priklad. Vsechna pfirozena éisla jsou ordinalni ¢isla, mnozina N je také ordi-
nalnim ¢islem (v této souvislosti ji zpravidla znacime w).

Jakd jsou dalsi ordindlni éisla? Nap¥. w U {w}, coz velmi pfipomina konstrukci
prirozenych ¢isel. Toto ordinalni ¢islo odpovida usporadéani prirozenych cisel, ke
kterym jesté navic pridame ,nekonecno®, tedy prvek, ktery je vétsi nez vSechna
prirozené c¢isla. Vlastnosti ordinalnich ¢isel ¢isel shrneme v nasledujici véte:

Véta. (Vlastnosti ordinédlnich ¢isel)
(i) Prvky ordindlniho ¢isla jsou opét ordindlni ¢isla.
(ii) €, resp. C je ostré, resp. neostré dobré uspoiaddni (znacime <, resp. <)
na t¥idé'® vsech ordindlnich ¢isel (kterou znacime On).
(iii) On neni mnozZina.
(iv) Kazdé dobré uspoiddani néjaké mnoziny je isomorfnil' uspoiddani pravé
jednoho ordinédlniho ¢isla (tzv. ordinalni typ uspofddani).

10 T¥ida je v ZFC soubor v8ech mnozin, které spliiuji néjaky zadany vyrok. Muze, ale nemusi
jit o mnozinu (pak hovofime o vlastni t7idé).

1 Jsou-li dvé uspofadané mnoziny isomorfni, znamena, to, e mezi nimi existuje isomorfismus,
tedy bijekce, ktera zachovava usporadani.
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(v) Sjednoceni a priinik mnoziny (souboru) ordinédlnich éisel je opét ordindlni
¢islo. Navic pro mnozinu ordindlnich ¢isel u je jeji sjednoceni o = |Ju
supremem této mnoziny, tedy jde o nejmensi'? ordinélni ¢islo, pro které
plati, Ze pro vSechna B € u je 8 < «. Analogicky priinik je infimem této
mnoziny.

Definice. Ordinalni ¢islo o nazveme izolované, jestlize existuje takové ordinalni
¢islo B, ze a« = pU{B}. Ordinélni ¢islo, které neni izolované, nazveme limitni.

Priklad. VsSechna pfirozend ¢isla jsou izolovanymi ordindly, oproti tomu w je
limitni ordinal.

Stejné jako na prirozenych ¢islech, i na ordinalnich ¢islech muzeme zavést za-
kladni aritmetické operace.

Definice. (Aritmetika ordinalnich éisel)

(i) Soucet ordindlnich ¢isel o, B (znac¢ime o+ ) definujeme jako ordindlni typ
tzv. lexikografického usporfdadani na mnoziné ({0} x a) U ({1} x B), tedy
usporadani, které se v ramci « i 3 ,,chova stejné“ jako < a vSechny prvky
z 3 jsou vétsi nez véechny prvky z o'

(ii) Soucin ordindlnich ¢isel o, B (znacime « - 3) definujeme jako ordindlni typ
lexikografického uspoiddani na mnoziné 3 x a.*

(iii) Ordinalni mocninu definujeme rekurzivné:

(a) o =1,
(b) ot =0aPq,
(c) of =U{a":0 <~ < B} pro 3 limitni.

Poznamka. Ordinalni soucet i soucin jsou asociativni, nejsou vSak obecné ko-
mutativni: napf. 1 + w =w #w+ 1, 2w = w # w - 2. Plati vSak distributivita
zleva: a- (B+7y)=a-B+a-7.

Poznamka. Ordinalni mocnina je pro nekonecné exponenty téméf nemozna na
predstavu. Neni mozné napf. predstavovat si w® jako lexikografické usporadéni
nekonecnych posloupnosti prirozenych ¢isel, protoze toto usporadani neni dobré a
navic je mnozina téchto posloupnosti nespocetna, zatimco w* je spocetna mnozina.

12Ve smyslu uspofadani <, neboli €.

13Ptesnéjsi popis ,technického provedeni je tento: z prvkil v € a ,vyrobime“ uspofadané
dvojice (0,v) a z prvka § € 8 zase (1,6). Vzniklé mnoziny sjednotime a vysledné usporadani se
nejprve ,diva“ na prvni slozky uspotradanych dvojic. Pokud jsou stejné, rozhodne se podle dru-
hych slozek. Dvojice jsou tedy usporadany ,,jako ve slovniku® — nejprve podle prvniho pismena,
pak podle druhého, odtud pojem lexikografické usporadani.

14 Opacné poradi v kartézském soucinu je z historickych davodi.
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Kardinalni Cisla

Zatimco ordinélni ¢isla popisuji usporddani mnozin, kardinalni ¢isla (kratce kardi-
naly) popisuji mohutnosti. Zkonstruujeme je jednoduse tak, Ze pro kazdou mohut-
nost vezmeme ze vSech ordinalit dané mohutnosti ten nejmensi (ve smyslu uspo-
fadani ordinala).

Definice. Rekneme, e ordinalni ¢&islo s je kardinalni &islo, pokud pro vSechna
a < k plati a < k.

Prikladem kardindalnich ¢isel jsou opét prirozené Cisla a w. AvSak w + 1 jiz neni
kardindlni ¢islo, jelikoz w+ 1 ~ w. Ttidu vSech ordinalnich ¢isel znac¢ime Cn, t¥idu
vSech nekoneénych ordinélnich ¢isel Cn™.

Tvrzeni. Trida Cn je dobie uspofddéna € (ostfe) i C (neostie).

Definice. Pro libovolnou mnozinu u definujeme mohutnost ¢i kardinalitu jako
kardindlni ¢islo k splitujici u ~ k (znacime |u)).

Definice. (Aritmetika kardinalnich éisel)

(i) Soucet kardindlnich ¢isel k, A (znacime r + A) definujeme jako mohutnost
mnoziny ({0} x k) U ({1} x A).
(ii) Soucin kardindlnich ¢isel k, A (znacime k - \) definujeme jako mohutnost
mnoziny k X A.
(iii) Kardinalni mocninu x* definujeme jako mohutnost mnoziny vsech funkci
z A do k.

Véta. Pro nekonecnd kardindlni ¢isla k, A plati kK + A\ = k- A = max(k, \).

Je vidét, ze s¢itani a nasobeni kardinalt se chovad pomérné ,nudné“. Oproti
tomu kardinalni mocnina je velmi divokéd — obecné jsme o ni schopni Fict jen velmi
malo. Tato skuteCnost neni dana tim, ze by tvrzeni o kardinalni mocniné byla
obtizné dokazatelna, ale tim, Ze jsou mnohd z nich z povahy teorie ZFC prosté
nedokazatelnd (viz otdzka mohutnosti potenéni mnoziny vyse).

Véta. Existuje pravé jeden tfidovy isomorfismus tfid On a Cn®°, zna¢ime ho .

Plati Xg = w, Ny je prvni nespocetny ordindl (kardinél). Je jasné, Ze N je rostouci
funkce, navic se zda byt enormné rychle rostouci (vzdyt uz R, je nepfedstavitelné
velkd mnozina). Néasledujici tvrzeni je tedy téméf Sokujici:

Tvrzeni. Funkce X méd (vlastni) tiidu pevnych bodii (tj. takovych ordindlnich
Cisel, pro kterd plati R, = «), kterd je isomorfni s On.
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