Minimalni kostry

STEPAN SIMSA

ABSTRAKT. Cilem prispévku je seznamit s tématem minimélnich koster, konkrétné

s teoretickymi zaklady, algoritmy a jejich analyzou.
Problém. (Minimélni kostra) Je zadany graf G's mnozinou vrcholtt V' a hranami F
ohodnoceny vahami w : E — R. Nagim cilem je najit souvisly podgraf grafu G (na
stejné mnoziné vrchold), ktery mé ze vSech takovych grafi minimdlni soucet vah
vybranych hran.

Cvi€eni. Miniméalni kostra nemusi existovat jedna. Vime-li ale navic, Ze jsou vahy
hran po dvou ruzné, uz jednoznacna je.

Teorie

Definice. Bud T C G né&jaka kostra grafu G. Pak:

e T[z,y] bude znacit cestu v T, kterd spojuje = a y. (Cestou opét minime
mnozinu hran.)

e Tle] := T[z,y] pro hranu e = zy. Této cesté budeme fikat cesta pokrytd
hranou e.

e Hranae' € E\T je lehkd vzhledem kT = Je € Tle'] : w(e’) < w(e). Ostatnim
hrandm nelezicim v kostfe budeme fikat tézke.

Véta. Kostra T je minimalni < neexistuje hrana lehka vzhledem k T
Definice. Pro kostru T a hrany e € T, ¢’ ¢ T zavedme swap(T,e,e’) :=T —e+¢'.

Pozorovani. Pokud ¢ ¢ T a e € Tle¢'], je swap(T,e,e’) opét kostra. Staéi si
uvédomit, Ze pfidanim e’ do T vznikne kruZnice a vynechanim libovolné hrany z této
kruznice ziskdme opét kostru.

Lemma. (O swapovani) Méme-li libovolné kostry T a T’, pak Ize z T dostat T’
konecnym poctem operaci (swap).

Lemma. (Monoténni o swapovéani) Je-li T kostra, k niZ neexistuji Zadné lehké
hrany, a T' libovolna kostra, pak lze od T k T’ prejit posloupnosti swapii, pri které
vaha kostry neklesa.
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Vsechny tradi¢ni algoritmy na hledani minimalni kostry lze popsat jako specidlni
pripady nasledujiciho meta-algoritmu. Formulujeme ho pro pfipad, kdy jsou vSechny
vahy hran navzajem rtzné.

Algoritmus. (Cervenomodry meta-algoritmus)

1. Na pocatku jsou vSechny hrany bezbarvé.

2. Dokud to lze, pouzijeme jedno z nasledujicich pravidel:
Modré pravidlo: Vyber fez (podmnozinu hran, jejichz odebranim graf pie-
stane byt souvisly) takovy, Ze jeho nejleh¢i hrana neni modré, a obarvi ji
na modro.
Cervené pravidlo: Vyber cyklus takovy, Ze jeho nejtézsi hrana neni éervena,
a obarvi ji na ¢erveno.

Lemma. (Modré lemma) Je-li libovolnd hrana e algoritmem kdykoliv obarvena
na modro, pak e € Tyin.

Lemma. (Cervené lemma) Je-li libovolng hrana e algoritmem kdykoliv obarvena
na c¢erveno, pak e & Ty, .

Lemma. (Bezbarvé lemma) Pokud existuje néjakd neobarvend hrana, lze jesté
pouzit nékteré z pravidel.

Véta. Pro Cervenomodry meta-algoritmus spustény na libovolném grafu s hranami
linearné usporadanymi podle vah plati:

1. Vzdy se zastavi.

2. Po zastaveni jsou vsechny hrany obarvené.

3. Modre obarvené hrany tvori minimalni kostru.

Klasické algoritmy

Algoritmus. (Kruskaliv neboli Hladovy)

1. Setfidime hrany podle vah vzestupné.

2. Zacneme s prazdnou kostrou (kazdy vrchol je v samostatné komponenté sou-
vislosti).

3. Bereme hrany ve vzestupném potadi. Pro kazdou hranu e se podivame, zda
spojuje dvé rtizné komponenty — pokud ano, pfiddme ji do kostry (obarvime
ji na modro), jinak ji zahodime (obarvime ji na ¢erveno).

Tvrzeni. Algoritmus mé ¢asovou slozitost O(mlogn). Mame-li hrany pfedem se-
tfizené nebo miZzeme-li je setiidit v linearnim case, algoritmus lze implementovat
v ¢ase O(ma(m,n)), kde a(m,n) je obdoba inverzni Ackermannovy funkce.

Algoritmus. (Bortuvkiv) Opét si budeme péstovat modry les, avSak tentokrat jej

budeme rozsifovat ve fazich. V jedné fazi nalezneme ke kazdému stromecku nej-

levné&jsi incidentni hranu (hranu sdilejici pravé jeden vrchol s timto stromeckem) a
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v8echny tyto nalezené hrany nardz pfiddme (aplikujeme nékolik modrych pravidel
najednou). Pokud jsou v8echny véhy riizné, cyklus tim nevznikne.

Tvrzeni. Algoritmus méd ¢asovou slozitost O(mlogn).

Algoritmus. (Jarniktiv) Jarnikiv algoritmus je podobny Bortivkovi, ale s tim roz-
dilem, Ze nenechame rist cely les, ale jen jeden modry strom. V kazdém okamziku
nalezneme nejlevnéjsi hranu vedouci mezi stromem a zbytkem grafu a pridame ji
ke stromu (modré pravidlo); hrany vedouci uvnitf stromu pribézné zahazujeme (Cer-
vené pravidlo). Kroky opakujeme, dokud se strom nerozroste pies vSechny vrcholy.

Tvrzeni. Algoritmus mé ¢asovou slozitost O(mlogn). S Fibonacciho haldou se d4
naimplementovat v O(m + nlogn).

Dusledek. Mame linedrni algoritmus pro grafy s m > c¢ - nlog(n) pro libovolnou
konstantu c.

Piiklady

Pfiklad 1. Necht Gplny graf K, na mnoziné vrchold {1,2,...,n} mé hranu {i, j}
ohodnocenou ¢islem

(i) max(i, j),

(ii) ©+ 7.
Naleznéte minimalni kostru a spoctéte jeji vahu.

Priklad 2. Naleznéte jednoduchy algoritmus pro vypocet minimalni kostry v gra-
fech ohodnocenych vahami {1, ... %} se slozitosti O(mk) nebo dokonce O(m + nk).

Priklad 3. Uvazme v roviné n-bodovou mnozinu V. Definujme ohodnoceni hran
uplného grafu na V: ohodnocenim hrany {z,y} bude vzdalenost bodi x a y.
(i) UkaZte, Ze maximalni stupeii vrcholu v libovolné minimélni kostfe je nejvys 6.
(ii) Ukazte, Ze existuje minimalni kostra, jejiz hrany se navzajem nekiizi.

Priklad 4. Nechf V je mnozina n bodt ve ¢tverci o strané 1. Dokazte, ze existuje
kostra na V' s celkovou délkou hran nejvys 104/n (uvazujeme vSechny kostry tplného
grafu na V' a véha hrany {z, y} je euklidovska vzdalenost bodi z a y). Konstantu 10
lze podstatné zlepsit, ale nejlepsi mozna hodnota neni znadma (jaky nejlepsi odhad
se podafi najit vam?).

Pfiklad 5. Bud G = (V, E) graf, w nezdporné ohodnoceni jeho hran.

(i) Kazd4d mnoZina E’ C F navzajem disjunktnich hran se nazgyvad pdrovdni
v grafu G. Ozna¢me v, (G) maximélni moznou hodnotu w(E") pro parovani
E’ C E. Hladovy algoritmus pro maximalni parovani funguje podobné jako
Kruskaliv algoritmus pro maximalni kostru, jenze zamitd hrany protinajici
nékterou diive vybranou hranu. Ukazte, ze takovy algoritmus vzdy najde
parovani vahy nejméné v,,(G)/2.
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(ii) Ukazte, Ze odhad v (i) nelze zlepsit, tj. Ze pro libovolné a > 1 existuje zadéni,
pro néjz hladovy algoritmus najde parovani vahy mensi nez av,, (G).

Rychlejsi algoritmy

Definice. Kontrakce hrany spoji dva konce hrany do jednoho vrcholu, tuto hranu
smaze, ale ostatni zachova (pfiCemz mohou vznikat paralelni hrany a smycky).

Cvic¢eni. Rozmyslete si, ze Cervenomodry meta-algoritmus funguje i pro mul-
tigrafy.

Pozorovéani. Pokud F C MST(G) (kde MST(G) je minimalni kostra grafu G),
G’ je graf vznikly z G kontrakci podél hran z F', pak kostra grafu G, kterd vznikne
z MST(G') zpétnym expandovanim kontrahovanych vrcholi, je MST(G). Pokud
kontrakci vzniknou smycky, mizeme je ihned odstranovat; pokud paralelni hrany,
ponechame z nich vzdy tu nejleh¢i. To nas vede k nasledujicimu algoritmu:

Algoritmus. (Kontrahujici Boruvkiv algoritmus)

1. Ke kazdému vrcholu najdeme nejlevnéjsi incidentni hranu — dostaneme mno-
zinu hran F' C E.
2. Graf kontrahujeme podle F' nasledovné:

3. Prohleddme do $itky graf (V, F') a pfifadime kazdému vrcholu ¢islo kom-
ponenty, v niz se nachazi.

4. Pfecislujeme hrany v G podle ¢isel komponent.

5. Odstranime nasobné hrany:

6. Setfidime hrany lexikograficky pfihrddkovym t¥idénim (nésobné hrany
jsou nyni pospolu).

7. Projdeme posloupnost hran a z kazdého tseku multihran odstranime

vSechny az na nejlevnéjsi hranu. Také odstranime smycky.
8. Pokud stile médme netrivialni graf, opakujeme predchozi kroky.
9. Vratime jako minimalni kostru vSechny hrany, které se v pribéhu algoritmu
dostaly do F'.

Tvrzeni. Algoritmus m4 pro rovinné grafy® ¢asovou sloZitost O(n).

Algoritmus. (Kombinace Jarnikova a Bortvkova algoritmu)

1. Provedeme loglog n cyklt upraveného Bortivkova algoritmu s kontrahovanim
hran popsaného vyse.

2. Pokra¢ujeme Jarnikovym algoritmem (implementovanym Fibonacciho hal-
dou).

Tvrzeni. Algoritmus ma ¢asovou slozitost O(mloglogn).

IPlati i silngjsi tvrzeni, Ze algoritmus je linedrni pro t¥idy grafti uzaviené na minory, kde mi-
nor vznikne z puvodniho grafu jako podgraf, kterému kromé odebirani hran a vrcholi zaroven
povolujeme kontrahovat hrany.
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Algoritmus. (Jarnikv s omezenou velikosti haldy)

1. Opakujeme, dokud méme netrividlni G (s alesponi jednou hranou):
2. t+ |V(G).

3. Zvolime k < 22/t (velikost haldy).
4. T 0.
5. Opakujeme, dokud existuji vrcholy mimo T":
6. Najdeme vrchol vy mimo 7.
7. Spustime Jarniktv alg. (s Fib. haldou) pro cely graf od vg. Zasta-
vime ho, pokud:
8. |H| > k (byla pfekrocena velikost haldy) nebo
9. H = ) (dosli sousedé) nebo
10. do T jsme pridali hranu oboustranné incidentni s hranami v T’
(pFipojili jsme novou podkostru k néjaké uz nalezené).
11. Kontrahujeme G podle podkoster nalezenych v T'.

Tvrzeni. Casov4 slozitost tohoto algoritmu je O(mfB(m,n)), kde

B(m,n) = min{i : log® n < m/n}.

Vsimnéte si, ze 8(m,n) je méné nez log* n, kde log" n (iterovany logaritmus) je

definovan jako 0 pro n < 1 a jako 1 + log*(logn) pro n > 1.

Dusledek. Algoritmus je linedrni pro grafy s m > nlog(k) n pro libovolnou kon-

stantu k.

Dalsi vysledky

e O(ma(m,n)), kde a(m,n) je obdoba inverzni Ackermannovy funkce defino-

vand podobné, jako je 3(m,n) obdobou log™.

o O(T(m,n)), kde T(m,n) je hloubka optimalniho rozhodovaciho stromu pro
nalezeni minimalni kostry v grafech s patfi¢nym poctem hran a vrcholu.
Jelikoz kazdy deterministicky algoritmus zalozeny na porovnavani vah lze
popsat rozhodovacim stromem, je tento algoritmus zarucené optimélni. Jen
bohuzel nevime, jak optimalni stromy vypadaji, takze je stale otevieno, zda
Ize minimalni kostru nalézt v linedrnim case. Nicméné tento algoritmus pra-
cuje i na Pointer Machine, procez vime, ze pokud je linearni slozitosti mozné

doséhnout, neni k tomu potieba vipodetni sila RAMu.?
e O(m) pro grafy s celoéiselnymi vahami (na RAMu).

e O(m), pokud uz mame hrany setiidéné podle vah: jelikoz vime, Ze zalezi
jen na usporadani, mizeme vahy precislovat na 1,... ,m a pouzit pfedchozi

algoritmus.

e O(m) primérné: randomizovany algoritmus, ktery pro libovolny vstupni graf

dobéhne v oc¢ekdvaném linedrnim case.

2V tomto modelu dovolujeme piistupy na libovolné misto v paméti v konstantnim &ase.
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e Na zjisténi, zda je zadand kostra minimélni, sta¢i O(m) porovnani a dokonce
Ize v linedrnim case zjistit, ktera to jsou. Z toho ostatné vychézi predchozi
randomizovany algoritmus.

Navody

1.
(i) Sporem dokazte, Ze n-ty vrchol musi byt spojeny pravé s jednim z pfedchozich
vrcholt, pak indukce.
(ii) Analogicky, ale vrchol n musi byt konkrétné spojeny s vrcholem 1.

2. Dovolte si pouzivat jen hrany s vahami < &'
3.
(i) Pro vrchol v stupné > 7 existuji hrany {v,u;}, {v,us} svirajici thel < 60°.
Jednu z nich lze nahradit hranou {uy,ua}.
(ii) Vezméte libovolné kiizici se hrany {a,b} a {c,d}. Odeberte je a uvédomte si,
7e po odebrani je praveé jedna dvojice z vrcholti a, b, ¢, d ve stejné komponenté.

4. Jedno feseni: Rozdélte na sit v/n x /n.
Druhé feseni: Dokazte, Ze nékteré dva body jsou vzdélené O(y/n), jeden vymazte a
indukci.
5.
(i) Bud Fj; maximéalni parovani, Ey parovani nalezené hladovym algoritmem
a kazdé hrané e € E); pfifadme prvni z hran Fpg, kterd ji protin.
(ii) Stac¢i graf na 4 vrcholech. Zafidte, aby algoritmus kvili vybrani nejvétsi
hrany zahodil dvé jen o epsilon mensi.
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