Miera a jej konstrukcia
| Rasto Olhava

Ludstvo malo odjakziva potrebu premeriavat, ¢i uz islo o podet prasiatok v chlieve
alebo o rozlohu pozemku. Velkost alebo mnozstvo hralo vzdy délezitt ilohu. Casto
iSlo o meranie velkosti uréitej mnoZiny. Dlhé roky sme si vystacili s empiricky
zistenymi a odskusanymi formulkami, pricom bezny ¢lovek si s nimi vystaci aj
doteraz. Neplati to o matematikoch, ktori s rozvojom ich vedného oboru narazili na
mnoziny, ktorych velkost s ich vtedaj$im matematickym apardtom nevedeli uréit.
A tak vznikla miera. Na mojej prednaske sa dozviete, ¢o to je a ako skonStruovat
najzékladnej$iu z nich — Lebegueovu mieru. Uvedme si pojmy a vety, ktorymi sa
budeme zaoberat:

Definicia 1. Nech X je mnozina. Systém O podmnozin X sa nazyva okruh, ak
(01) h e O
(02) A Be O=A\BeO
(03) AL BeO=AUBeO

Definicia 2. Nech X je mnozina. Systém O podmnozin X sa nazyva o-okruh,
ak

(0-01) D e O

(0-02) A, Be O=A\BecO

(0-03) A1, Az,--- € O=;2,4;€0

Definicia 3. Algebra je okruh, ktory obsahuje cely priestor X . o-algebra je o-
okruh obsahujiici cely priestor X, pricom ak S je o-algebra na X, dvojica (X,S)
sa nazyva meratelny priestor.

Definicia 4. Nech (X,S) je meratelny priestor. Mnozinova funkcia p : & —
[0, 0] sa nazyva miera, ak spliiuje

(M1) u(0) = 0

(M2) (c-additivita) ak A; € S, j € N st po dvoch disjunktné, potom

M(U Aj) = Z 1(A;)

Definicia 5. VonkajSou mierou na mnozine X rozumieme mnozinova funkciu
v : 2% — [0, 00] ak spliluje

(VM1) v(0) =0

(VM2) AC B = ~(A) <~(B)

(VM3) (o-subadditivita) (52, A;) < 2272, v(A4;)
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Definicia 6. Nech v je vonkajSia miera na X. Mnozinu M C X nazveme ~-
meratelnou, ak pre kazdu "testovaciu” mnozinu T C X plati

VT) =~(T N M) +~(T\M)
Systém vSetkych ~-meratelnych mnozin znac¢ime M () a mnoZinova funkciu

Y| M(7) znacime ~°

Veta 7. (Vlastnosti miery) Nech A; € S
(a) A1 C Az = (A1) < p(As)
(b) ak A; € S,5€N, Ay C Ay C ---, potom

p(lJ 45) = Tim pu(4;)
J
(c) ak Aj € S,j €N, A1 DAy D+, aak u(A) < oo, potom
w()45) = lim (4;)
J

Veta 8. (Carathéodory) Nech v je vonkajSia miera na X. Potom systém M)
tvori o-algebru a v° je miera.

No a zvysok sa dozviete na prednaske . ..
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