Metrické prostory a kompaktnost

DaviD HRUSKA

ABSTRAKT. Prispévek shrnuje vybrané zakladni poznatky o metrickych prostorech.

Jeho zavérecna ¢ast je vénovana kompaktnosti a jejim aplikacim.
V realném svété, natoz pak v tom matematickém, potfebujeme velmi casto ,méfit
vzdalenost®. To znamena pro néjakou hromadu véci védét, jak jsou od sebe daleko.
Kazdého asi bez premysleni napadne klasicka (eukleidovskd) vzdélenost po pfimce,
ktera je napt. v roviné dana vzorcem z Pythagorovy véty, tedy

d((z1,22), (y1,92)) = V(21 — 41)* + (22 — 12)2.

Je ale mnoho jinych pfirozenych zptsobt, jak mérit vzdalenost. Napriklad pii cesto-
vani nas daleko vic nez vzdélenost ,,vzdusSnou c¢arou“ zajimé cas, ktery cestovanim
stravime. Tedy efektivni vzdalenost d;(A, B) mist A a B je pro nés nejkratsi cas,
za, ktery jsme schopni se pomoci néjaké kombinace dopravnich prostiedkt dostat
z mista A do mista B. Jisté sami vymyslite mnoho dal$ich rozumnych zptsobt mé-
feni vzdélenosti. Abychom se mohli pustit do pofadné matematické teorie o vSech
takovych zptisobech, zadefinujeme si zobecnénou vzdalenost! neboli metriku . Bu-
deme pozadovat nasledujici:

Definice. Metrikou na mnoziné X rozumime funkci o : X x X — (0, 00) spliiujici

(i) o(z,y) =0, prévé kdyz = = y,
(i1) o(z,y) = oy, x) pro vSechna z,y € X,
(iii) o(z,y) < o(z, 2) + o(z,y) pro vSechna z,y, z € X (trojuhelnikovi nerovnost).

Dvojici (X, o) pak nazveme metrickym prostorem.

Metricky prostor je tedy mnoZina (tzv. nosnd), pro kterou jsme schopni Fict, jak
daleko od sebe jsou jeji libovolné dva body.

Priklady.
(i) Asi nejb&znéjsi metrikou na? R™ je jiz zminéna eukleidovskd, ktera odpovida
1Samotné slovo ,,vzdalenost® byva zpravidla vyhrazeno té eukleidovské.
2Nevéiite-li na vice nez trojrozmérné prostory, miizete u nich alespoii na této prednasce klidné

zustat.
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vzdélenosti, na kterou jsme zvykli:

o2(zy) = V(@1 —y1)2 + (@2 — 12)2 + - + (0 — yn)2.
Jinou moznou metrikou je manhattanskda ¢i newyorskd:
01(z,y) = |21 — y1| + |z2 — Yol + - + [0 — ynl,
nebo mazximouvd:
00 (,y) = max{lzy — 1], [22 — wol, . [2n — ynl}.

Indexy 1, 2 a oo nejsou jediné pouzitelné a i funkce

op(z,y) = )v1 — P + |22 — p2lP + - + [0 — ynl?

je metrikou na R™ pro p € (1,00).
Na mnoziné vSech spojitych redlnych funkei na intervalu (0, 1), kterou zna-
¢ime C((0,1)), méme také maximovou® metriku:

Qmax(.f7 g) = xlgl(%?i) |f($) - g($)|

Na tplné kazdé neprazdné mnoziné muzeme definovat diskrétni metriku pred-
pisem
0 pokud z =y,

ol@y) = { 1 jinak.
Bud G koneény souvisly graf, V' mnozina jeho vrchol. Pro u,v € V mtizeme
definovat metriku o(u, v) jako délku nejkratsi cesty z u do v v G.
Oznacme jesté F mnozinu hran grafu G. Kazdou hranu e € E ,,ohodnotime*
néjakym kladnym redlnym ¢islem f(e). Je-li C cesta v G pouzivajici hrany
€1,€a,...,en, pak jeji ohodnocenou délkou nazveme éislo f(e1)+ f(ea)+-- -+
f(en). Pro u,v € V pak mizeme definovat metriku o(u,v) jako nejmensi
moznou ohodnocenou délku cesty z u do v.

Cviceni. Ovérte, ze uvedené priklady jsou skuteéné metrikami.

Cviceni. Na polickach Ssachovnice 8 x 8 uvazme pro kazda dvé pole nejmensi po-
Cet tahi, které musime udélat kralem, resp. ddmou/vézi/koném/stielcem, abychom
figuru pfremistili z jednoho pole do druhého. Ve kterych pripadech jde o metriku?
Jak tato metrika souvisi s metrikami uvedenymi vyse?

Cviceni. Uvedte ptiklad n&jaké metriky na sféfe nebo jiném zak¥iveném povrchu.

3Maximum existuje, viz kapitolu o kompaktnosti.
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Koule v metrickém prostoru

Bézna definice koule dava smysl v kazdém metrickém prostoru, ale uz viibec nemusi
byt tak hezky kulatd, jak jsme zvykli.

Definice. Bud (X, ¢) metricky prostor, x € X a r € (0,00). Mnozinu
B(z,r) = Bo(w, 1) ={y € X : o(x,y) <7}

nazveme (otevienou) kouli se stfedem v z a polomérem r.

Cviceni. Jak vypadaji jednotkové koule v R? se stiedem v nule pii metrikach o,
02, @ 000? Ukaite souvislost s tvrzenim Vz,y € R? : o1(x,y) > 02(2,y) > 00o(T,Y)-

Cvi€eni. (Podivné, ale pouéné) Najdéte metricky prostor a v ném kouli, kterd
vypada jako trojuhelnik, nebo jako mnozina racionalnich ¢isel, nebo tfeba jako slon.

Definice. Je-li (X, p) metricky prostor, pak mnoziné Y C X s metrikou p fikdme
podprostor metrického prostoru (X, g) a znaéime (Y, o).

Topologie v metrickém prostoru

Definice. Bud (X, p) metricky prostor. Rekneme, Ze mnozina G C X je oteviend,
pokud pro kazdy bod x € G existuje r € (0,00) takové, Ze B,(z,7) C G. Rekneme,
7e mnozina F' C X je uzaviend, pokud je X \ F oteviend.

Priklad. Jak lze vytus$it z terminologie, v R s béZnou metrikou jsou oteviené inter-
valy oteviené, analogicky uzaviené intervaly jsou uzaviené. Nejde ovSem o vSechny
oteviené, resp. uzaviené mnoziny!

Cviceni. V R s bé&Znou metrikou najdéte mnozinu, kterd neni oteviena, ani uza-
viena.

Priklad. V metrickych prostorech (R™,01), (R", 02) a (R™, 0) jsou oteviené

pfesné ty samé mnoziny — to plati diky nerovnosti

000 (2, y) < 02(2,y) < 1(w,y) < 0o (w,Y).
Cvicéeni. Popiste vSechny oteviené mnoziny v prostoru s diskrétni metrikou.
Véta. (Vlastnosti otevienych mnozin)

(O1) Cely prostor a prazdna mnozina jsou oteviené mnoziny.

4Znaceni otevienych a uzavienych mnozin vychézi z némeckého slova gedffnet a francouzského
fermé.
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(02) Sjednoceni (libovolné velkého) systému otevienych mnozin je oteviena mno-
Zina.

(O3) Priinik dvou otevienych mnozin je oteviena mnozina.’

Cviceni. Ukazte, ze prinik nekoneéné mnoha otevienych mnozin jiz nemusi byt
otevienou mnozinou.

Cviceni. Zformulujte analogickd tvrzeni pro uzaviené mnoziny.

Konvergence a spojitost v metrickych prostorech

Umluva. Ne vidy budeme znacit metricky prostor formalné jako dvojici (X, o).
Pokud je na X né&jaka velmi standardni metrika (zpravidla eukleidovskd na X = R™),
budeme psat jen X.

Ted uz se dostavame k jadru toho, ¢emu se Fikéd matematickd analyza. Nejprve se
smifime s faktem tak fundamentélnim, Zze pfimo souvisi s tim, co jsou vlastné realné
Cisla presné zac.

Definice. Supremem (resp. infimem) shora (resp. zdola) omezené mnoziny M C R
nazveme nejmensi (resp. nejvétsi) takové ¢éislo a € R, Ze kdykoliv b € M, potom uZ
b<a (resp. b > a). Znaéime a = sup M (resp. a = inf M).

Tvrzeni. Kazd4 shora (zdola) omezend podmnozina realnych ¢isel mé supremum
(resp. infimum).

Pomoci infima mzeme napiiklad definovat vzdélenost dvou mnoZin (speciélné
také bodu od mnoziny).

Definice. Pro (X, g) metricky prostor a A, B C X definujeme

o(A,B) = inf o(a,b).
acA
beB

Vétsinou se nasledujici pojmy definuji nejprve pro realna cisla a realné funkce
a az zpétné se zobecnuji. My ale konkrétni strukturu redlnych ¢isel nepotfebujeme
(s vyjimkou axiomi metriky samotné) a definujeme vSe rovnou pro obecné metrické
prostory.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (z,)5°; bodii z metrického prostoru (X, o)
mé limitu = (resp. konverguje k z), pokud plati lim, o 0(zn,x) = 0. Znacéime
lim, o ©, = x. Ma-1i posloupnost limitu, nazyva se konvergentni.

Tvrzeni. Mnozina F v metrickém prostoru (X, o) je uzaviend, pravé kdyz pro
kazdou konvergentni posloupnost ()22, bodt z F' je lim, o x, € F (neformdalng,
z uzaviené mnoziny nelze ,vykonvergovat ven“). Ekvivalentné, mnozina F je uza-
viend, pravé kdyz pro kazdé x € X plati implikace (o(z, F) = 0= x € F).

50dtud snadno plyne, Ze prinik koneéné mnoha otevienych mnozin je oteviena mnozina.
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Cviceni. Dokazte, Ze posloupnost mize mit nejvyse jednu limitu.
Cvicéeni. Dokazte, ze v R plati lim,, % =0.

Jako priklad silné netrivialniho pouziti pojmu konvergence uvedeme nasledujici
vétu, kterd tvrdi, Ze spojitou redlnou funkci na uzavieném intervalu umime libovolné
pfesné aproximovat polynomem.

Véta. (Weierstrassova) Pro kazdou funkci f € C({0,1)) existuje posloupnost poly-
nomi (p, )5 takova, Ze f = lim,, oo Ppn, kde limitu uvazujeme v maximové metrice.

Pokud uz jste setkali s pojmem ,spojitosti“, ale rozc¢ilovalo vas, ze vam nikdo
nebyl schopen potradné fict, co to je, tak jste se koneéné dockali.

Definice. Necht (X, 0), (Y, o) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze funkce f: X —
Y je spojita v bodé x € X, pokud pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé
y € X spliwjici o(x,y) < ¢ plati o(f(z), f(y)) < e. Je-li f spojitd v kazdém bodé
X, pak fekneme, Ze je spojitd.

Receno slovy, funkce je spojitd v bodé x, pokud body blizko 2 zobrazi na body
blizké f(x), kde to druhé ,blizko“ je libovolné piesné. Jesté jinak, spojitd funkce
,hetrha® prostor, na kterém je definovana. Naptiklad pro readlnou funkci se intuitivné
tika, Ze je spojitd, pokud jeji graf 1ze nakreslit bez zvedani tuzky z papiru.

Cvicéeni. Dokazte, Ze pfi znaceni jako vySe je f spojitd v x € X, pravé kdyz pro
kazdou posloupnost (z,)%2; bodd z X plati
lim z, == lm f(z,)= f(z).

n—oo n—oo
Receno méné forméalné, funkce je spojita, pokud ,zachovava limity posloupnosti“.

Cvi€eni. Dokazte, ze na (X, 0) jsou funkce
(i) id: X — X, id(x) = =z,
(ii)) fo: X = R, f(x) = o(z,a) pro néjaké a € X
spojité.
Cviceni. Uvedte piiklady redlné funkce (tedy f : R — R), ktera je
(i) spojita,
(ii) nespojita,
(iii) nespojitd vSude az na jeden bod.
Tvrzeni. Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory. Funkce f: X — Y je spojita

pravé tehdy, kdyz pro kazdou otevienou mnozinu G C'Y je vzor této mnoziny v f
(tj. mnoZina f~1(G) = {z € X : f(x) € G}) oteviend mnozina v X.

Poznamka. Uvedend véta naznacuje, Ze pojem spojitosti funkci neni nijak hlu-
boce zavisly na konkrétnich metrikach, které na mnozinadch mame, rozhodujici je
pouze informace, které mnoziny jsou v danych prostorech oteviené. Tato skutec-
nost je motivaci pro pojem struktury jesté obecnéjsi, nez je metricky prostor, tzv.
topologického prostoru.
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Kompaktnost

Definice. Metricky prostor (X, p) se nazyva kompaktni, pokud z kazdého jeho
pokryti otevienymi mnozinami lze vybrat konecné podpokryti.

Tato abstraktni podminka zatim asi nezni pfili§ intuitivné, ale jeji uzitecnost
spoc¢iva v tom, ze je ekvivalentni pfekvapivé mnoha ,,jinym* vlastnostem metrického
prostoru.

Véta. (O kompaktnosti) Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(i) (X, o) je kompaktni.

(ii) Kazdy soubor uzavienych mnozin, z nichZ kazdych koneéné mnoho ma ne-
prazdny priinik, ma (cely) neprazdny prinik.

(iii) Kazd4 nekoneénd mnozina M C X md hromadny bod v X (bod z € X se
nazyva hromadngm bodem mnoziny M, jestlize o(x, M \ {z}) = 0).

(iv) Z kazdé posloupnosti (x,)52; bodii z X Ize vybrat konvergentni podposloup-
nost.

(v) Kazda spojita funkce f: (X, 0) — R nabyvd svého maxima a minima.

Poznamka. Kompaktnost jsme definovali pro cely prostor, ale je snadné ji dode-
finovat pro M C X. Rekneme, ze M C X je kompaktni, pokud podprostor (M, o) je
kompaktni.

V R" je situace jesté jednodussi.
Véta. (Heine-Borel-Lebesgue) Podmnozina R™ je kompaktni, pravé kdyz je uza-
viena a omezend (tzn. vejde se do néjaké koule).
Priiklad. Nésledujici mnoziny jsou kompaktni:

(i) {(a,b) v R,

(i) étverec v R?,

(iii) kruznice v R?,

(iv) libovolna koneénd mnozina v (X, o).
Priklad. Naésledujici mnoziny nejsou kompaktni:

(i) R (v R samotném),
(a,b) v R,
(0,00) v R,

Dalsi vlastnosti a aplikace

Uloha 1. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni, tzn. je-li (X, o) kom-
paktni a f: (X, 0) — (Y,0) je spojita, pak f(X) je kompaktni v (Y, o).
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Uloha 2. Dokazte, Ze ze viech trojihelnikt s vrcholy na dané kruznici maji nejvétsi
obsah ty rovnostranné.

Uloha 3. Najdéte v R? dvé disjunktni uzaviené mnoziny s nulovou vzdalenosti.
Mize byt alespon jedna z nich kompaktni?

Uloha 4. Aktivista se vydal do lesa hlidat stromy. Stoupl si mazané na takové
misto, ze vidél strom v kazdém sméru kolem sebe. Mohou vzdy Spatni a zkazeni
dfevorubci pokacet vSechny stromy az na konecny pocet tak, aby aktivista stale
vidél v kazdém sméru strom? Predpokladejte, ze aktivista je bod v roviné a stromy
jsou libovolné rozmisténé a libovolné velké kruhy.

Uloha 5. Uvazme potrubi (orientovany graf ohodnoceny kapacitami trubek) s jed-
nim vstupem (vétSinou se mu ¥ika zdroj) a jednim vystupem (stokem). Dokazte, Ze
existuje maximalni tok. (Tok je ohodnoceni hran skuteénymi pritoky, pro které ma
kazdy vrchol kromé zdroje a stoku soucet nula.)

Uloha 6. Hodime-li plan Prahy v Praze na zem, bude pravé jeden jeho bod leZet
pfesné na svém obrazu. Formalnéji, je-li (K, d) kompaktni prostor a f: K — K spo-
jité funkce spliiujici pro kazdé z,y € K, x # y nerovnost d(f(x), f(y)) < d(z,y), pak
existuje pravé jedno = € K takové, ze f(x) = x. Plati to i pro neostrou nerovnost?

Uloha 7. Kuchaf spojité zamichal kompaktni gulas. Dokazte, Ze néjaky kus gulase
skon¢il pfesné tam, kde byl pfed zamichdnim. Formélnéji, nechf f: K — K je spojita
a K kompaktni. Dokazte, ze pak existuje ) £ A C K, ze f(A) = A.

Uloha 8. (Tézka ¢okoladovd) Dokaite, 7e je-li (K, d) kompaktni prostor a f: K —
K spojita funkce spliiujici pro kazdé x,y € K nerovnost d(f(z), f(y)) > d(x,y), pak
f je na, neboli f(K) = K.

Navody

—

Pouzijte definice.
Kruznice je kompaktni.
Hyperbola s asymptotou; nemize.

Kruznice je kompaktni.

AR ol ol o

Soudin intervali je kompaktni a velikost toku v zavislosti na prutocich jednot-
livymi trubkami je spojité.

6. Funkce d(z, f(x)) je spojita.

7. Funguje AN f(A)Nf(f(A)N...

8. Vyuzijte vysledek tlohy s kuchafem.
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