Metrické prostory
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Definice : Bud P libovolna mnozina a o : P2 — [0; +0c0) splitujici axiomy

(1) o(z,y) =0, pravé kdyz z = y
(2) Vz,y € P: o(z,y) = o(y,z)
(3) Vo,y,2 € P: oz, 2) < o(z,y) + o(y, 2)

Pak dvojici (P, o) nazveme metrickym prostorem.

Definice : Necht z € P, ¢ > 0. Pak mnozinu K. . = {y € Plo(z,y) < €} nazveme otevienou
kouls.

Priklady :

(i) P libovolna, o(z,y) = { (1) giz i ; Z?j

(ii) (R, e1), kde o1(z,y) = |z — y|

(iii) (R™, gp), kde pro = [z1,22,...,Zn],y = [y1,Y2, ..., Yn] je

o(z,y) = {Z |zi — yilp} ’
i=1

Oteviené a uzaviené mnozZiny

Definice : Mnozina G C P se nazyva otevrend, jestlize Vx € G 3¢ > 0 : Ky, C G. Systém
vSech otevienych mnozin znad¢ime G.

Tvrzeni : Oteviena koule je oteviend mnozina.

Vlastnosti otevienych mnozin :
(i) 0eG, PeG

(i) G CG,pak |J GeG
GeG

(iii) G’ C G je koneény podsystém, pak N GeG
GeG

Definice : Mnozina F' C P se nazyva uzaviend, jestlize P \ F je oteviend. Systém vSech

uzavienych mnozin znac¢ime F.

Definice : M C P, pak

M=F

MCFEF

se nazyva uzdvér mnoziny M.



Vlastnosti uzavéru mnoziny :

() 0=0,P=P
(i) MCM
(ili) M1 € M2 = M; C M2 (monotonie)
(iv) M1 UMz = My U Ma (aditivita)
)

S|

= M (idempotence)

Definice : M C P, pak
mt(M):= |J F

MDGeG
se nazyva vnitrek mnoziny M.

Definice : Mnozina O se nazyva okolim bodu z, jestlize x € Int(O). Systém vsSech okoli bodu
x ozna¢me O(x).

Definice : Necht z € P, ) # M C P. Pak
r, M) := inf 1 .
Q( ) ) yl MQ( 7y)

Véta : Necht M C P, x € P. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(i) zreM
(ii) kazdé okoli # protne mnozinu M
(i) o(z, M) =0

Definice : Mnozinu H(M) = M N (P \ M) nazveme hranici mnoziny M.

Tvrzeni : H(M) = M \ Int(M)

Konvergence

Definice : Necht = € P,(zn) C P. Rekneme, Ze posloupnost (zn) konverguje k bodu z
(zna¢ime lim x,, = z,zn — x), jestlize plati
VO € O(z) Ing e N:n>nyg = zn, € O.

Véta : limz, =z <= limo(zn,x)
Definice : Bod z € P se nazyva hromadnym bodem mnoziny M, jestlize x € M \ {z}.

Tvrzeni : Bod z je hromadnym bodem mnoziny M, pravé kdyz kazdé okoli bodu x protne
M v nekonecné mnoha elementech.

Tvrzeni: 2 € M < I(zn) C M : limz, ==z



Spojita zobrazeni

Definice : Rekneme, 7e zobrazeni f : (P,0) — (P’,0') je spojité v bodé = € P, jestlize
YO € O(f(z)): f~1(0) € O(x).
Tvrzeni : Necht f: (P, o) — (P’,0') je zobrazeni a € P. Pak nasledujici je ekvivalentni.
(i) f je spojité v bodé z
(i) Ve >03§>0Vy € P: o(z,y) <d = o' (f(z), f(y) <e
(iii) limz, =2 = lim f(zn) = f(z)
(ivy VM CP:2e€M = f(z) € f(M)

Definice : Rekneme, Ze f je spojité, jestlize je spojité v kazdém bodé prostoru P.

Tvrzeni : Kazdé zobrazeni z diskrétniho metrického prostoru je spojité.

Definice : Bijekci f : (P,0) — (P’,0') nazveme homeomorfismem, jestlize f i f~1 jsou
spojita.

Definice : Bijekci f : (P, 0) — (P’, ¢') nazveme izometrit, jestlize pro viechna z,y € P plati

o'(f(=@), f(v) = o(=,y)-

Definice : Metrické prostory (P, o), (P, 0’) jsou ekvivalentni, jestlize existuje homeomorfis-
mus f : (P,o) — (P’,0'). Metriky p, ¢’ na mnoziné P se nazyvaji ekvivalentni, jestlize
existuje homeomorfismus f : (P, ) — (P, ¢’).

Tvrzeni : Necht

(o) = minL o) 7o) = E2D

Pak metriky o, ¢, 7 jsou ekvivalentni.



