Metrické prostory
|

Martin Tancer

V matematice i v redlném zivoté se Casto setkdvame se situaci, kdy nemizeme
mérit vzdélenost tak, jak jsme bé&zné zvykli v roving (v prostoru). P¥ikladem muze byt
vzdalenost mezi dvéma mésty po Zeleznicni trati, vzdalenost dvou bodu na povrchu
koule nebo vzdalenost dvou mist ve mésté, kde je pravouhly systém ulic. Pojem
vzdalenosti jde v téchto (a mnoha jinych) pfipadech zobecnit na pojem metriky,
pricemz chceme pro metriku zachovat nékteré zakladni vlastnosti vzdalenosti v roviné
(prostoru).

Definice. Necht je ddna mnozina X . Metrikou na X rozuméjme funkcip: XxX — R
spliujici

(i) Ve,ye X 1 o(z,y) > 0ao(z,y) =0z =y, (nezéapornost)
(i) Vz,y € X : o(z,y) = o(y, ), (symetrie)
(#it) Vz,y,z € X : o(z,y) < o(z, 2) + o(z,y). (trojiihelnikovd nerovnost)

Definice. Dvojice (X, o), kde o je metrika na X, se nazyvéd metricky prostor.

Poznamka. (Ptiklady metrickych prostort)

e (R, |m — y|) je metricky prostor.

( \/ (1 —y1)2 + (22 — y2)2 ) je metricky prostor.
(]R |1 —y1| + |z2 — y2|) je metricky prostor.
(M

R?, max (|z1 — y1, |z2 — y2])) je metricky prostor.
,0), kde M je libovolnd mnozina a 6(z,y) = 0 proxz =y a d(z,y) = 1 pro z # y,
je metricky prostor.

Definice. Supremem (infimem) shora (zdola) omezené mnoziny M C R nazveme
nejmensi (nejvétsi) takové ¢islo a € R, ze kdykoliv b € M, potom uz b < a (b > a),
znac¢ime sup M (inf M).

Fakt. Kazd4 shora (zdola) omezend podmnozina redlnych ¢isel mé supremum (infi-
mum).

Definice. Necht (X, g) je metricky prostor. Méjme x € X, M C X. Vzddlenosti bodu
X od mnoziny M rozuméjme vyraz o(x, M) = inf {o(z,y)|y € M}.
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Definice. Necht (X, ) je metricky prostor. Mé&me z € X,r € R,r > 0. Kouli
o stfedu x a poloméru r rozuméjme mnozinu

Bo(z,r) ={y € X|o(z,y) <r}.

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor.
(1) M C X se nazyvé uzaviend < Vr € X : o(x, M) =0=z € M.
(1) M C X se nazyva oteviend < X \ M je uzaviend.

Tvrzeni. (Zakladni vlastnosti uzavienych a otevienych mnozin)  Necht (X, o) je
metricky prostor.

) 0, X jsou uzaviené.

) 0, X jsou oteviené.

)

(a
(b
(¢) Jsou-li Fy C X uzaviené, potom (] Fuo je uzaviend.
n
(d) Jsou-li Fy, Fa,...,Fn C X uzaviené, potom |J F; je uzaviend.
(
(

C

)
i=1
e) Jsou-li Go C X oteviené, potom J Gu je otevfené
f) Jsou-li G1,Ga,...,Gn C X oteviené, potom ﬂ G je oteviena.

=1
Tvrzeni. Necht (X, g) je metricky prostor.

(a) G C X je oteviend < Vo € G 3r > 0: By(z,r) C G.
(b) Je-lliz e X, r €R, r >0, potom je By(x,r) oteviena.

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor. M&jme (xn),,cy posloupnost bodi v X.
Rekneme, ze (n),en konverguje k bodu x € X, pravé kdyz
(Ve > 0) (3no € N) (Yn > ng) : o(z,zn) < €.

Bod x se pak nazyva limitou posloupnosti (zn), cy-

Tvrzeni. Necht (X, o) je metricky prostor, F C X. F je uzavfend, pravé kdyz kazda
konvergentni posloupnost (zn),cy € F' ma limitu v F.

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, M C X.
(3) Uzdvérem M rozumime mnozinu M = {x € X|o(z, M) = 0}.
(#) Vnitfkem M rozumime mnozinu Int(M) = X \ (X \ M).

Tvrzeni. Necht (X, g) je metricky prostor, M C X.
(a) M je uzaviena.

(b) Int(M )je oteviena.

(©)

(

(

—
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d
e

N) = MUN.
=N{F C X|M C F, F uzaviend}.
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Definice. Necht (X, 0), (Y, 0) jsou metrické prostory. Zobrazeni f : (X, 0) — (Y, 0)
nazveme spojité, pravé kdyz

(Vz e X)(Ve>0)(36>0)(Vy € X): o(z,y) <d= o (f(x),f(y) <e.

Tvrzeni. Necht (X, ), (Y, o) jsou metrické prostory, f : (X, 0) — (Y, o). Potom jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(a) f je spojité.

(b) VG C Y otevienou v (Y,0) je f_1[G] oteviend v (X, o).

(¢) VF C Y uzavienou v (Y, o) je f_1[F] uzaviena v (X, o).

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, Y C X. Metricky prostor (Y, o [y xv] )
nazyvame podprostorem (X, p), zna¢ime Y < X.

Pozorovani. Necht (X, o) je metricky prostor, Y < X, U C Y. Potom U je oteviena
v (Y,0) & 3V C X, V oteviend v X takova, ze U =V NY.

Definice. Necht (X, ¢) je metricky prostor, € > 0. Mnozina M C X se nazyva e-sit,
pravé kdyz Ym,n € M, m # n, plati o(m,n) > ¢.

Definice. Metricky prostor (X, o) se nazyva totalné omezeny, pravé kdyz pro kazdé
e > 0 je kazd4 e-sit konecna.

Tvrzeni. Metricky prostor (X, o) je totdlné omezeny pravé tehdy, kdyz (Ve > 0)
(3n e N) (3z1, z2, ..., zn € X), Ze Bo(z1,¢), Bo(z2,€),...,Bo(xn, ) pokryvaji X.

Tvrzeni.

(a) Necht (X, o) je totdlné omezeny metricky prostor, Y < X, pak (Y, ) je totdlné
omezeny.

(b) Necht (X, ) je metricky prostor, ¥ < X a (Y,p) je totalné omezeny. Potom
i (Y, 0) je totdlng omezeny.

Definice. Necht' (X, g) je metricky prostor. Posloupnost (zn),cy C X se nazyva
cauchyovskd, pravé kdyz (Ve > 0) (3ng € N) (Ym,n > ng) : o(xm, zn) < €.

Definice. Metricky prostor (X, g) se nazyva uplny, pravé kdyz kazda cauchyovska
posloupnost ma limitu v X.

Pozorovani. Necht (X, ¢) je tplny metricky prostor, Y < X. Potom (Y, ¢) je tGplny,
pravé kdyz je Y uzaviena.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, Y C X. MnozinaY se nazyva hustd v X,
pravé kdyzY = X.

33



Louc¢na '03

Pozorovani. Necht (X, o) je metricky prostor, Y C X. Mnozina Y je hustd, pravé
kdyz (Vz € X) (Vr > 0) je {Bo(z,7) N Y} neprazdna.

Véta. (Baire) Necht (X, ) je uplny metricky prostor, {Un,n € N} posloupnost

otevrenych hustych podmnozin (X, p). Potom ()| Upn je hustd v (X, o).
neN

Definice. Necht (X, ¢) je metricky prostor. Potom {Co C X} pro a € I, kde I je
néjaka indexovd mnozina, nazveme otevienym pokrytim, pravé kdyz jsou vsechny Cq
oteviené v X aX C |J Ca.

acl

Definice. Metricky prostor (X, p) se nazyva kompaktni, pravé kdyz z kazdého ote-
vieného pokryti Ize vybrat konecné mnoho mnozin takovych, Ze tyto mnoziny stale
tvoii oteviené pokryti.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. O {Ms C X} pro«a € I, kde I je néjaka
indexova mnozina, Fekneme, Ze ma konecnou prunikovou vlastnost, pravé kdyz kdy-
koliv z néj vybereme konecné mnoho mnozin Mea,;, potom priinik téchto mnozin je
neprazdny.

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, M C X, x € X. Rekneme, ze z je
hromadnym bodem mnoziny M, pravé kdyz pro kazdou G otevienou obsahujici x je
G N M neprézdny. Pozor, bod x nemusi lezet uvniti M.

Véta. Necht (X, o) je metricky prostor. Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(a) (X, 0) je kompaktni.

(b) Kazdy soubor {Fo C X} sestavajici z uzavienych mnozin majici kone¢nou pruni-
kovou vlastnost ma neprazdny prinik.

(¢) Kazdé nekoneénd M C X m4d hromadny bod v X.

d) Z kazdé posloupnosti (xn),cy lze vybrat konvergentni podposloupnost.

e) Kazda spojitd funkce f : (X, 0) — R je omezena.

f) Kazda spojitd funkce f : (X, 0) — R nabyvd svého maxima a minima.

g) Z kazdého spocetného otevieného pokryti lze vybrat kone¢né podpokryti.

(
(
(
(

Véta. Metricky prostor (X, o) je kompaktni, pravé kdy?z je tiplny a totalné omezeny.

Dusledek. (Heine-Borel-Lebesgueova véta) Podprostor prostoru R" je kompaktni,
praveé kdyz je uzavieny a omezeny.
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Piiklady

Priklad 1. Dokazte, ze nésledujici tvrzeni v metrickém prostoru (X, p) jsou pro
f:(X,0) — (Y,0) ekvivalentni:
(a) £ je spojité.
(b) VM C X : f [M] C f[M].
() VM CY : f_1[M] C f_1 [M].
Priklad 2. Necht k je pfirozené ¢islo, definujme pro x,y € Z
o(z,z) =0,

o(z,y) =277 pro (z # y),
kde p je nejvétsi mocnina k v prvociselném rozkladu |z — y|. Dokazte, ze (Z, o) je
metricky prostor.
Priklad 3. Rozhodnéte, zda je metricky prostor z pfedchoziho piikladu dplny.
Piiklad 4. Dokazte nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem.

Priklad 5. Rozmistéte n bodu na kruznici, aby ohrani¢ovaly co mozna nejvétsi
obsah.

Piiklad 6. Najdéte n-thelnik miniméalniho obvodu s jednotkovym obsahem.
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