Prostory metrické a jiné

ALEXANDER ,,OLIN“ SLAVIK

ABSTRAKT. V pfispévku jsou rozebrany zakladni vlastnosti metrickych prostoru a
jejich vztah k dalsim dilezitym prostorim. Uvedeny jsou rozlicné priklady metrickych
prostoru.

V matematice i v praktickych aplikacich jsme ¢asto postaveni do situace, kdy
bychom o néjakych objektech chtéli fict, ze jsou néjak ,blizko“ ¢i ,daleko®, pricemz
bychom byli radi, aby tato vzdéalenost méla ,rozumné“ vlastnosti. Metrika je asi
nejprirozengjsi konstrukei, kterd tyto myslenky formalizuje.

Definice. Metrikou na mnoziné X rozumime funkci g: X x X — (0, 00) splitujici
(i) o(z,y) =0, pravé kdyz z = y,

(i) o(z,y) = oly, ) pro viechna z,y € X,

(iii) o(z,y) < o(x, z) + o(z,y) pro viechna x,y, z € X (trojihenikova nerovnost).
Dvojici (X, 0) pak nazveme metrickym prostorem.

Priiklady.
(i) Asi nejbé&znéjsi metrikou na R” je euklidovskd, kterd odpovida vzdélnosti,
na kterou jsme zvykli:

02(2,y) = /(21 —y1)2 + (w2 — 2)2 + -+ + (T — Yn)-
Jinou moznou metrikou je manhattanskd ¢i newyorska:
o1(w,y) = |z1 — y1| + [v2 — ya| + - + |20 — Ynl-
Konecné je zde i mazimovd metrika:
0o (@, y) = max{|z1 — y1],[z2 — yal,. .., |20 — ynl}-

(ii) Na mnozin&'” C((0,1)) mame taky maximovou metriku,

Qmax(f7 g) = xg%§> |f($) - g($)|,

KLiCOVA sLovA. Metricky prostor, metrika, norma, skalarni souéin, vektorovy prostor, topo-
logicky prostor
17¢({0,1)) zna¢i mnozinu vsech spojitych realnych funkei na intervalu (0, 1).
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navic zde mame i integrdln? metriku

ot (frg) = / (@) - g()) da

a mnohé dalsi.
(iii) Na uplné kazdé mnoziné mizeme definovat diskrétni metriku predpisem

0 pokud z =y,

olw,y) = { 1 jinak.

(iv) Necht X je mnozina vSech (koneénych) slov nad néjakou abecedou X. Na slo-
vech si povolime operace pridani libovolného pismene ze 3 kamkoliv do slova,
odstranéni kteréhokoliv pismene ve slové a nahrazeni kteréhokoliv pismene
libovolnym jinym. Pro a,b € X definujeme metriku'® o(a,b) jako nejmensi
pocet téchto operaci, které potfebujeme k tomu, abychom slovo a transfor-
movali na slovo b.

(v) Bud G (kone¢ny jednoduchy) souvisly graf, V' mnozina jeho vrcholt. Pro
u,v € V mtzeme definovat metriku o(u,v) jako délku nejkratsi cesty z v do
vv G,

(vi) Oznacéme jesté F mnoZinu hran grafu G. Kazdou hranu e € E ,,ohodnotime*
néjakym kladnym redlnym ¢islem f(e). Je-li C cesta v G pouzivajici hrany
€1,€32,...,en, pak jeji ohodnocenou délkou nazveme éislo f(e1)+ f(ea)+- -+
f(en). Pro u,v € V pak mizeme definovat metriku o(u,v) jako nejmensi
moznou ohodnocenou délku cesty z u do v.

Cvi€eni 1. Jaké problémy mohou nastat, pokud u grafi v bodech (v) a (vi) vy-
nechame pfedpoklad souvislosti nebo predpoklad konecnosti? Musi byt ohodnoceni
hran kladné? Jak se situace zméni, pokud budeme uvazovat multigrafy (tj. povolime
vice hran mezi dvéma vrcholy), nebo naopak orientované grafy, ve kterych budeme
brat v potaz pouze orientované cesty?

Cviceni 2. Na polickach Sachovnice 8 x 8 uvazme pro kazda dvé pole nejmensi
pocet tahi, kterou musime udélat kralem, resp. vézi, resp. koném, resp. stielcem,
abychom figuru pfemistili z jednoho pole do druhého. Ve kterych pripadech jde
o metriku? Jak tato metrika souvisi s metrikami uvedenymi vyse?

Cviceni 3. Ukazte, Ze ke kaZdému metrickému prostoru (X, o) existuje (neko-
necny, je-li to zapotiebi) graf s ohodnocenymi hranami, jehoz vrcholy jsou prvky X
a konstrukce metriky dle bodu (vi) vySe d4 pfesné metriku o.

Cvideni 4. Uvazme graf G, ktery ziskdme z (R?, p2) podle feseni cviceni 3. Lze
z tohoto grafu nékteré hrany odstranit tak, abychom podle postupu (vi) ziskali
metricky prostor (R2, o1) nebo (R?, p.)? Co se stane, pokud v G' ponechdme pouze
hrany spojujici body = = (z1,22), y = (y1, y2) takové, ze x1ys = x2y1?

18Tato metrika se obvykle nazyva Levenshteinova vzddlenost.
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Definice. Bud (X, p) metricky prostor, x € X a r € (0, 00). Mnozinu

By(z, 1) ={y € X:0(z,y) <7}
nazveme (otevienou) kouli se stfedem v x a polomérem r.

Definice. Bud (X, p) metricky prostor. Rekneme, Zze mnozina G C X je oteviend,
pokud pro kazdy bod = € G existuje r € (0,0) takové, ze B,(z,7) C G. Rekneme,
Ze mnozina F' C X je uzaviend, pokud je X \ F oteviena.

Priklad. Jak lze vytusit z terminologie, v R s béZznou metrikou jsou oteviené inter-
valy oteviené, analogicky uzaviené intervaly jsou uzaviené. Nejde ovSsem o vSechny
oteviené/uzaviené mnoziny!

Priklad. V metrickych prostorech (R™, 01), (R™, 02) a (R™, 0o ) jsou tytéZz mnoZiny
oteviené — to plati diky nerovnosti

Cviceni 5. PopisSte vSechny oteviené mnoziny v prostoru s diskrétni metrikou.

Cviceni 6. Dokazte, ze pokud je mnoZina oteviena v prostoru (C((0,1)), oint), tak
je oteviend i v (C ({(0,1)), gmax), ale opa¢nd implikace obecné neplati.
Véta. (Vlastnosti otevienych mnozin)
(O1) Cely prostor a prazdna mnozina jsou oteviené mnoziny.
(02) Sjednoceni (libovolné velkého) systému otevienych mnozin je oteviend mno-
zina.

(0O3) Priinik dvou otevienych mnozin je oteviena mnozina.'?

Cviceni 7. Ukazte, Ze prunik nekoneéné mnoha otevienych mnozin jiz nemusi byt
otevienou mnozinou.

Konvergence a spojitost v metrickych prostorech

Jakmile mame vybudovan aparat limit a spojitych funkci v redlnych cislech, velmi
snadno tyto pojmy pieneseme do metrickych prostori.

Definice. Rekneme, ze posloupnost {z,,}°°; bodi z metrického prostoru (X, o)
mé limitu x (znac¢ime lim, . z, = ), pokud plati lim, . o(zn,x) = 0. Ma-li
posloupnost limitu, nazyva se konvergentni.

Lemma. Mnozina F' v metrickém prostoru (X, o) je uzaviend, pravé kdyz pro

kazdou konvergentni posloupnost {x,}°2 ; bodt z F' je lim,,_.o x, € F' (neformalné,
z uzaviené mnoziny nelze ,,vykonvergovat ven*).

190dtud snadno plyne, ze prinik koneéné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina.
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Véta. (Weierstrassova) Pro kazdou funkci f € C({0,1)) existuje posloupnost po-
Iynomu {p,}52, takovd, Ze f = lim, .o pn, kde limitu uvaZujeme v maximové
metrice.

Definice. Necht (X, 0), (Y, o) jsou metrické prostory. Rekneme, Ze funkce f: X —
Y je spojita, pokud pro kazdou konvergentni posloupnost {z,}52; bodi z X plati

f ( lim xn) = lim f(z,).

n—oo n—oo

Receno méné forméalné, funkce je spojita, pokud ,zachovava limity posloupnosti®.

Véta. Necht (X, ), (Y,0) jsou metrické prostory. Funkce f: X — Y je spojita
pravé tehdy, kdyz pro kazdou otevienou mnozinu G C Y je vzor této mnoziny v f,
tj. mnozina

F7HG) ={reX:f(x) €G}
oteviend (v X ).

Poznamka. Uvedend véta naznacuje, Ze pojem spojitosti funkci neni nijak hluboce
zéavisly na konkrétnich metrikach, které na mnozindch mame, rozhodujici je pouze
informace, které mnoZiny jsou v danych prostorech oteviené. Tato skutecnost je
motivaci pro pojem struktury obecnéjsi, nez je metricky prostor, tzv. topologického
prostoru. Uvedeme pouze formalni definici.

Definice. Bud X mnoZina a G né&jaky systém jejich podmnozin. G nazveme topo-
logii na X, pokud jeho mnoziny spliiuji podminky (O1), (02) a (O3). Mnoziny z G
pak nazveme oteviené mnoziny a dvojici (X, G) topologicky prostor.

Prostory s normou ¢i skalarnim soucinem

Mnoziny, na kterych zavadime metriky, zpravidla nebyvaji néjaké uplné abstraktni
— Casto na nich jiz mame néjakou jinou strukturu. U takovych mnozin bychom ,byli
radi, kdyby nami definovana metrika néjak ,souhlasila®“ s jiz existujici strukturou.
Béznym prikladem takové struktury je vektorovy prostor, na ktery se nyni trochu
blize podivame.

Definice. Nechf V je libovolnd mnozina, +:V xV — V a =R x V — V binarni
operace takové, ze

(i) existuje prvek o € V takovy, ze pro véechnav € V jev+o =y,
i) pro vSechna v € V existuje w € V takovy, Zze v+ w = o, znac¢ime w = —v,
) pro vSechnav,w eV ijev+w=w+v,
v) pro viechna u,v,w € Vje (u+v)+w=u+(v+w),
) pro vSechna a,be R, veVijea-(b-v)=(a-b)- v,
) pro viechnaveVijel-v=v,
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(vii) pro véechnaa e R, v,iweVijea - (v+w)=a-v+a-w,
(viii) pro vSechna a,b€R, veVije(a+b)-v=a-v+b-v.
Pak ¢tvefici (V) +, -, 0) nazveme vektorovym (¢i linedrnim) prostorem nad R.

Definice. Bud (V,+,-,0) vektorovy prostor nad R. Funkci |-[[: V' — (0,00) na-
zveme normou na V', pokud plati
(i) |lv|l =0, pravé kdyz v = o,
(ii) pro v8echnaa € R, ve Vje |a-v| =|a|-|V],
(iii) pro vSechna v,w € V je |[v+w| < ||v|| + ||w].

Poznamka. KaZd4 norma na vektorovém prostoru pfirozené definuje metriku na

tomto prostoru piedpisem p(v,w) = |[|[v — w||. Normu tedy miizeme chépat jednak
jako ,velikost®, jednak jako ,vzdalenost od nuly*.

Priklady. Na vektorovém prostoru R™ s béZnymi operacemi miizeme definovat
normy

lellz = \/a3 + a3 +-- -+ a2,
el = lza] + |2l + - + [z,
||xHOO = max{|x1|, |£C2|, R |xn|}a

na prostoru C((0, 1)) zase

1
[fllmax = max | f(z)], Hinnt:/O |f(z)] da.

z€(0,1)

Metriky uvedené na zacatku prispévku jsou generovany pravé témito normami.

Definice. Binarni operaci -: V' x V — R nazveme skaldrnim soucinem na prostoru
V', pokud plati
(i) pro vSechna v € V je v-v >0, pfi¢emz v - v = 0, pravé kdyz v = o,
(ii) pro véechnav,w eV ijev -w=w-v,
(iii) pro viechnaa € R,v,weVije(a-v) - w=a-(v-w),
(iv) pro vechnau,v,w € Vije(u+v) w=u-w+v-w.

Poznamka. Pomoci skaldrniho souéinu lze na vektorovém prostoru definovat nor-
mu predpisem ||v|| = /v -v. Ne kazd4 norma ale odpovidd n&jakému skaldrnimu
soucinu — takové normy musi spliiovat rovnobéznikové pravidlo, tj. pro kazdé v,w €
V musi platit

2v]* +2[w|? = v+ wl + [lv — wl|.

Piiklad. BéZny skalarni soucin na R"™ se definuje jako
Ty =2T1Y1 +T2Y2 +  + Tnln.

Cviceni 8. Najdéte néjaky skaldrni soucin na prostoru C((0, 1)). Jakd norma (me-
trika) tomuto skaldrnimu sou¢inu odpovida?
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Véta. (Cauchy-Schwarz-Builakovského nerovnost) Je-li || - || norma generovand pri-
slusnym skalarnim souc¢inem, pak pro libovolné v,w € V plati

v-wl < v [[wl].
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