Metrické prostory

| Pdta Rexova

Definice. Bud X mnozina. Funkce o : X x X — [0, 00), kterd dvojicim bodi z X
pfifazuje nezdporné ¢islo (jejich vzdalenost), se nazyva metrikou, jestlize:
(i) ez, y) =0 z=y.
(i) o(z,y) = o(y,@).
(#12) o(z,z) < o(z,y) + o(y, z) (trojuhelnikova nerovnost).

Dvojice (X, o) se nazyvd metricky prostor.

Priklad. Eukleidovska metrika na pfimce: X =R, o(z,y) = |z — y|.

Pfiklad. Eukleidovskd metrika v R™: X = R", 2 = (z1,...,2n), ¥y = (Y1,---,Yn),
o(@,y) = \/ i (i — wi)%.

Ukol. Dokazte, ze toto je opravdu metrika (zkuste vyuzit Cauchyho nerovnost).

Pfiklad. Diskrétni metricky prostor: X # 0, o(z,y) = 0 pro z = y, o(z,y) = 1 pro
T #y.

Priklad. Chicagskd metrika: X = R2, olz,y) = |x1 — y1| + |z2 — y2|.
Ptiklad. Postovni metrika.

Priklad. Supremova metrika: X = {f : f je funkce,f : Y — [0,1]}, kde Y je
mnozina (definiéni obor), o(f,g) = sup |f(y) — g(y)|-
yey

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor, M C X,z € X. Pak vzddlenost bodu x
od mnoziny M definujeme predpisem o(z, M) = 121{/1 o(z,y).
Yy

Ukol. Rozmyslete si piiklad, kdy je tato vzdalenost nulové a pfitom = ¢ M.

Definice. Otevrend koule o stfedu x a poloméru € je mnozina

Bo(z,¢) = {y € X;0(z,y) < e}.

Ukol. Rozmyslete si, jak vypadaji koule v metrickych prostorech uvedenych v pied-
chozich prikladech.

Definice. (X, o) bud metricky prostor. Rekneme, e mnozina O C X je okolim bodu
x, pokud pro néjaké kladné ¢ je Bo(x,e) C O.
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Definice. (X, ) bud metricky prostor, x1,z2, - € X bud posloupnost. Rekneme,
Ze tato posloupnost konverguje k bodu x € X, pokud ke kazdému okoli O bodu x
existuje n takové, ze Tn,Tny1,... vSechna lezi v O.

Definice. Mnoziné G C X rikame oteviend, kdyz pro kazdy jeji bod x € G existuje
okoli tohoto bodu O tak, ze O C G. Mnozinu F' C X zveme uzavrend, je-li jeji doplnék

X \ F oteviend mnozina.

Ponechavam ve sborni¢ku pouze struény tvod do metrickych prostoria. Predne-
seno bude patrné vic.
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