Metoda obsaht

' Pavel Salom

Cilem pfednésky je dokdzat nékteré zajimavé véty tzv. metodou obsaht, uka-
zat pouziti téchto vét a vyresit nékolik priklad, které chytie vyuzivaji vlastnosti
obsahil nebo se jich jinym zptisobem tykaji.

Spokojime se s intuitivni predstavou obsahu a bohaté si vystacime s jedinou
definici, a sice, Ze obdélnik se stranami délek a,b ma obsah S = ab.

Tvrzeni, ktera si na prednasce ukazeme:

(1) Kosinova véta: Pii standardnim znadeni v trojuheniku plati:
a? = b% + ¢? — 2bccosy

Poznamka. Volbou v = 90° dostaneme tzv. Pythagorovu vétu (Pythagoras zil
580-500 pf. n. 1.).

(2) Sinova véta: Pfi standardnim znaceni v trojihelniku plati:

a_b c

— = = =2r
sinaw  sinf8  sinvy

(3) Bud S obsah trojihelniku, ¢ polomér kruznice vepsané a s polovina jeho
obvodu (tedy s = %b“), potom plati S = ps.

(4) Heronuv vzorec (asi 60 n. l.; 10-70 n. 1.): Obsah trojihelniku lze
vyjadfit pomoci jeho stran jako

S =/s(s—a)(s —b)(s —c)(s — d).

(5) Jednoduché, netyka se obsahti, ale prekvapivé velmi uzitecné. Pro a, b, c,d €
R\ {0} plati:

a_c_a_c_ate_a=c
b d b d b+d b-d

(6) Cevova véta (1678; 1647—1734): [Cévoval V trojihelniku AABC budte
X, Y, Z po fadé body na stranéich a, b, c. Pfimky AX, BY, CZ se protinaji v jed-
nom bodé pravé kdyz

|AZ] |BX| |CY] _

=1.
|BZ| |CX| |BY]
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(7) Menelaova véta (70-140 n. 1.):  Mé&jme trojuhelnik AABC abudte X,Y, Z
po fadé body na pfimkéch urcenych stranami a, b, c. Body X,Y, Z lezi na pfimce
pravé kdyz

|AZ| |BX| |CY]|

|BZ| |CX| |BY|
(8) van Aubelova véta (1830-1906): V trojihelniku AABC budte X,Y, Z

po fadé body stranach a, b, ¢ tak, ze pfimky AX, BY, CZ se protinaji v jediném
bodé M. Potom

ICM| _|CY|  |CX]
|ZM|  |AY|  |BX]|

nebo téz ekvivalentné
CM|  |BM|  [AM]| _

|CZ| ~ |BY| = |AX|

(9) Jedédn AABC auvazujme takové body P, Ze trojuhelniky AAPC a ABPC
maji stejny obsah. Mnozina vSech takovych bodu je pfimka, na niz lezi téznice na
stranu c.
Zobecnéni: Je-li navic ddn pomér A € R*, mnozina vSech bodii P takovych,

. S(AAPC) _

¢ S(ABPC) ~
téZnice).

(10) Je dén étyithelnik ABCD a obsah Sy € RT. Mnozina vsech bod P tako-
vych, ze S(AABP) + S(ACDP) = Sy je pfimka.

A, je pfimka (v pfedchozim tvrzeni je pro A = 1 touto pfimkou

Priklady
Na prednasce si ukazeme nasledujici hrst tloh:

Priklad 1. (IMO 1987, tloha 2)  Je déan ostrouhly trojihelnik AABC. Osa thlu
prochéazejici vrcholem A protne stranu BC' v bodé L a kruZznici opsanou v bodé
N. Z bodu L vedme kolmice na strany AB, AC a jejich paty ozna¢me po fadé
K, M. Dokazte, ze obsah ¢tyriuhelniku AK M N je stejny jako obsah trojuhelniku
NABC.

Priklad 2. Je dan obvod trojuhelnika. Jak mame zvolit jeho strany, aby mél co
nejveétsi obsah?

Priklad 3. (MO 54. ro¢nik, tloha 3)  V lichobézniku ABCD (AB||CD) ozna¢me
E stfed strany BC. Jsou-li oba ¢tyftuhelniky ABED a AECD téénové, spliuji
délky stran lichobézniku ABC'D oznacené obvyklym zptisobem rovnosti

1 3

be=liag Ly
aTe=3 e b b
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Priklad 4. Bud ABCDE konvexni pé&titthelnik takovy, ze hly pii vrcholech
B, E jsou pravé a navic <BAC = <EAD. Bud O prtsec¢ik BD a CE. Dokazte, ze
AO a BF jsou kolmé.

Priklad 5. Je dé4n trojahelnik AABC a body Mj, M> na strané BC'. Necht jsou
dédle X5, X5 body na strané AB takové, ze M; X, || AC a Y1,Y2 body na strané AC
takové, ze M;Y; || AB pro i = 1, 2. Dokazte, Ze potom body A, P, R lezi na piimce.
Priklad 6. (PraSe 23. roénik, 5. série, iloha 4) Je dan trojthelnik AABC,
stranu AB v bodé B’ a stranu AC v bodé C’. Necht A" je stfed strany BC, C”
priseéik BC' a CT, B” prisecik B'C' a BT. Dokazte, ze trojuhelnik AA”B"C"”
je podobny trojuhelniku AABC.

Priklad 7. V AABC ozna¢me D, E, F po fadé ty body, ve kterych se kruznice
vepsand dotyka stran BC, CA, AB. Na stranach FF, FD, DFE jsou po fadé zvoleny
body M, N, P. Dokazte, ze primky DM, EN, FP se protinaji pravé tehdy, kdyz
se protinaji ptimky AM, BN,CP.

Priklad 8. (PraSe 24. ro¢nik, 2. série, tloha 6) Necht H je stfed kruZnice
vepsané AABC a D prisec¢ik osy thlu <ACB se stranou AB. V zévislosti na
délkach stran AABC vyjadiete pomér |CH| : |DH].

Priklad 9. Je dédna kruZnice k se stfedm S a piimka AB dotykajici se k v bodé
B. Po otoceni pfimky AB kolem stfedu S oznacme obrazy bodi A, B po fadé
A’, B'. Dokazte, %e pfimka AA’ ptli tsecku BB'.

Priklad 10. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik, ktery neni rovnobéznik.
Necht P, znaci po fadé stiedy jeho uhlopticek AC, BD a pfimka PQ protina
stranu BC v bodé R. DokazZte, Ze soucet obsahii trojahelniki AABR a ACDR je
roven obsahu trojuhelniku AARD.

Priklad 11. (IMO 2006, tloha 6) Kazdé strané b konvexniho mnohothelniku P
priradime maximalni obsah trojihelniku, ktery lezi cely v P a jehoZ jedna strana
je b. Dokazte, Ze soucet obsahu prifazenych vSem strandm mnohothelniku P je
vétsi nebo roven nez dvojnasobek obsahu mnohothelniku P.
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