Jardelot s Kennylotem uvadéji

OHNEM a MECEM

Piiklad. (Rytifskd porada) Na koncil do Kamelotu pfijelo n > 4 rytifa, ktefi se posadili kolem
kruhového stolu. Podle velikosti jejich meée jim byla pfidélena ¢isla 1,2, ..., n. Dvojici (a, b) rytifa s éisly
a a b nazveme sokove, jestlize a < b, rytif a nesedi vedle rytife b a alesponi jeden z oblouki urcenych
rytifi a a b obsahuje pouze rytife s mensim ¢islem nez a. V zévislosti na n urcete pocet vSech moznych
dvojic sok.

Ndvod. Ukazeme, ze pocet sokl je vzdy n — 3. Vezméme 1 < k < n — 3 a pro néj vytvorime jeden par
(a,b) sokii. Zatimco rytif a bude prvni rytif po pravici rytife k, jehoz ¢islo je vétsi nez k, rytif b bude
prvni rytif po levici, jehoZ ¢islo je vét$i nez k. Tento par (a, b) neni sousedici (na jednom oblouku je mezi
nimi rytif k, na druhém jeden z trojice rytifa n,n — 1,n — 2), plati a < b (pokud neplati, tak vezmem
par (b,a)) a oblouk obsahujici rytife k je tvofen jen rytifi s mensimi éisly nez k, tedy i nez a,b. A proto
dvojice (a,b) jsou sokové.

Nyni dokdzeme, ze kazdy par sokd (a, b) vznikl pfedchozim algoritmem z néjakého ¢isla 1 <m <n—3
pravé jednim zptisobem. Predpokladejme, Ze (a,b) jsou sokové, alesponi jeden z nich rizny od n,n — 1.
Pak jeden z obloukd nad a a b obsahuje rytife h s ¢islem vétsim nez alespon jeden z dvojice a,b. Druhy
oblouk obsahuje pouze rytife s mensim ¢islem nez a i b, ozna¢me m nejvétsiho z nich. Pak dvojice (a,b)
vznikne z m pfedchozim algoritmem. Kdyby zaroveii (a,b) vznikla i z jiného &isla I, pak | musi lezet ve
stejném oblouku jako m a jeden z dvojice (ag, bo) sokt, kteri vznikli z [ musi mit ¢islo mensi nebo rovno
™, COZ je Spor.

Jedind nevysetfend dvojice sokt je tedy (n — 1,n). Ta mulize, ale nemusi existovat. Pokud existuje, pak
jeden z oblouki obsahuje rytife n — 2. Snadno se ovéfi, Ze sokové (n — 1,n) vznikli z nejvétsiho &isla z
druhého oblouku, které je vejvyse n — 3. Obdobné jako vySe se ovéri, ze tito sokové nemohli vzniknout z
zadného jiného ¢isla .

Proto mame bijekci mezi ¢isly 1,2,...,n — 3 a dvojicemi soki, tedy pocet soki je vzdy n — 3.
Poznamka. Druhé trikové feseni dostaneme, pokud si v n-tthelniku daném pozici rytift kolem stolu
vzdy spojime oba soky. Vysledny obrazek pak bude triangulace n-tihelnika(nutné ovérit), kterd ma vzdy
n — 3 uhlopticek.

Piiklad. (Na kameni kdmen) Na Kamelotu se stavi schody do magické véze z kvadri o ¢tvercovém
prufezu. Schody velikosti n se skladaji z n pater, prvni patro o n kamennych kvadrech, druhé patroon—1
kvadrech, ..., posledni patro obsahuje jeden kvadr. Na prvnim obrazku jsou nakresleny schody velikosti
4. Lini zednici si vSak zjednodusuji praci tim, ze misto malych kvadri pouzivaji kvadry vétsich velikosti,
tak jako na druhém obrazku kvadr velikosti 2. Zjistili napiiklad, Ze schody velikosti n = 2¥ — 1, k € N,
umi postavit pravé z n kvadra, coz velice zefektivnilo jejich praci. PomoZte jim najit vSechny hodnoty n
takové, ze schody velikosti n jdou postavit z pravé n + 1 kamennych kvadr.

Hl ]

Ndvod. Pro snazsi orientaci si zavedeme par pojmil.

(i) Schody o velikosti n budeme jednoduse znadit jako n-schody.
(ii) Kvadr, ktery obsahuje levy spodni roh schod®, budeme nazyvat hlavnim kvddrem.
(iii) Pravy horni roh hlavniho kvidru budeme nazjvat hlavnim vrcholem.



(iv) Ty vrcholy schodt, které jsou soucasti pfesné jednoho ¢tverecku, a které nejsou ¢4sti spodni ani
levé boc¢ni stény, budeme znacit jako rohové vrcholy.

(v) Schody o velikosti n pokryté piesné n kvadry nazveme skvéle pokryté.

(vi) Schody o velikosti n pokryté piesné n 4+ 1 kvadry nazveme dobie pokryté.

Pozorovani. Zadny kvadr nemiize pokrjvat dva rohové vrcholy.
Lemma. Schody o velikosti n nelze pokryt méné nez n kvadry.

Diikaz. Schody o velikosti n maji pravé n rohovych vrcholi a podle predchoziho pozorovéani je tedy
potfeba alesponi n kvadri.

Lemma. Schody o velikosti n Ize skvéle pokryt, pravé kdyz n = 2% — 1, k € N. Takové pokryti je pak
urceno jednoznacné a sklada se z kvadrii o velikosti mocnin dvojky.

Dikaz. ,=“: Postupujme indukci. Schody o velikosti 1 lze skuteéné pokrjt pouze 1 = 2! — 1 kvadru.
Vezméme nyni skvéle pokryté n-schody a pfedpoklddejme, ze pro m < n lze m-schody skvéle pokryt
pouze pro m = 2¥ — 1, k € N. Jelikoz rohovych vrcholt je piesné n, musi kazdy kvadr obsahovat pravé
jeden z nich. Hlavni vrchol je pak jeden z rohovych vrcholt a déli n-schody na dvoje stejné velké schody
o velikosti (n — 1)/2, které jsou dohromady pokryté pomoci n — 1 kvadri. Ty pak musi byt téz skvéle
pokryté a indukéni pfedpoklad ndm da vysledek.

»<=*“: Konstrukeci (jednoznacnou) provedeme indukci. Pro & = 1 je to lehké a indukéni krok k — k+ 1
se provede nalepenim dvou n-schodit na hlavni kvadr o strané n + 1 = 2¥ (jednou lepime zvrchu a jednou
zprava). Jiz vime, Ze takova poloha hlavniho vrcholu je nutnd a tim mame jednoznac¢nost i podobu.

Lemma. (Klicové) Pokud jsou n-schody dobfe pokryté a hlavni vrchol lezi ,uvniti“ schodi, pak je
toto pokryti sjednocenim hlavniho kvadru a dvou (ne nutné disjunktnich) skvéle pokrytych schodii.

Dikaz. Krom hlavniho kvaddru K musi jiz kazdy kvadr pokryvat jeden z rohovych vrcholi, ¢imz jsou
tyto kvadry jednoznac¢né urceny. Vyberme z nich posloupnost K;, ¢+ = 1,2,...,m + 1 s nésledujicimi
vlastnostmi.
(i) Kvadr K; obsahuje levy horni roh kvadru K
(ii) Kvadr K; ;1 obsahuje pravy spodni roh kvidru K;
(iii) Kvadr K, je posledni, ktery sousedi s K celou svou hranou.

Dvé takové posloupnosti kvadri K; jsou na nasledujicim obrazku.
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I tyto kvadry jsou urceny jednoznacné. Pokud by tedy kvadry K,,+1 a K mély spoleénou ¢ast hrany
(jako na prvnim obréazku), pak lze (ze symetrie) podobnou posloupnost kvadri K/ vytvofit i ,podél“
pravé hrany kvadru K a tedy kvadry K1 a K, se pfekryvaji a nejsou totozné, coz je spor. Proto
kvadry K a K,,11 maji spoleény pouze jeden bod (jako na druhém obrazku). Oblast mezi K, a K/ tvoii
schody, které navic musi byt skvéle pokryté. Podobné pak i ta ¢ast schodti, ktera lezi nad pfimkou horni
hrany K. Tedy dostavame, ze kazdé dobré pokryti s hlavnim vrcholem ,uvniti“ je sjednocenim kvadru
K a dvou skvéle pokrytych schodu, které se protinaji pravé v oblasti mezi K,, a K,.

Lemma. Schody o velikosti n = 2¥ — 1, k € N nelze dobie pokryt.

Dikaz. Pro zménu zvolme extremdlni princip! a pro spor vezméme nejmensi k takové, Ze schody o
velikosti n = 2% — 1 lze dobie pokryt. Pokud je hlavni vrchol jednim z rohovych vrcholt pak pokryvame
dvoje schody velikosti 2¥~! — 1 celkem (n + 1) — 1 = 2¥ — 1 kvadry. Jedny z nich pak musi byt dobie
pokryté, coz je spor s predpokladanou minimalitou.

1 Ale samoziejmé by fungovala i indukce.



Pokud je hlavni vrchol ,uvniti“ schodti, pak podle predchoziho lemmatu existuji skvéle pokryté m-
schody, kde m > (n + 1)/2 = 2¥~1. Zaroveti samoziejmé m < 2¥ — 1 a tedy m # 2! — 1 pro zadné [ € N
a mame téz spor.

Vrhnémé se nyni na samotnou tlohu. Pokud by hlavni vrchol splyval s jednim z rohovych, pak potie-
bujeme pokryt dvoje stejné velké schody jednou dobfe a jednou skvéle, coz podle piredchozich lemmat
nelze.

Hlavni vrchol tedy musi lezet uvnitt a stejné jako v klicovém lemmatu zavedeme posloupnost kvadra
K, a oznacme h; délky jejich hran. Vime, ze pro délku hrany h hlavniho kvadru plati

h=hi+ha+-+ hp,
avSak h; je sestupné posloupnost mocnin dvojky (jsou ¢asti skvélého pokryti) a miizeme tedy psat
h — 25+m—1 + 2s+m—2 + - + 28 — 25(2m—1 + 2m—2 + . + 1) — 25(2m _ 1), S,m E NO-

Jelikoz velikost p skvéle pokrytjch schodi, které jsou nad pfimkou horni hrany K je podle podoby
skvélého pokryti rovna
p= 2s+m71 4 2s+m72 L 1= 25+m _ 1,

snadno jiz dopoc¢teme celkovou velikost schodt, kteréd je rovna
h4p=2%52" —1) 25T — 1 =25tm+l _9s 1

Vsechny hledané hodnoty n jsou tedy tvaru 25T+ — 25 — 1.

Piiklad. (Polni dilema) Rytif Francelot (ze Samelotu) stoji na kraji pole tvaru kruznice, které se
dotyka dvou cest v bodech K a L. Mezi K, L je vyslapana pésinka. Dokazte, ze soucin vzdalenosti
Francelota od téchto cest je roven druhé mocniné jeho vzdéalenosti od pésinky.

Ndvod. Oznacme si F pozici Francelota, dané vzdalenosti od cest a pésinky a, b, ¢ a prislusné paty kolmic
A, C, B, viz obréazek.
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Nejprve predpokladejme, ze bod C bude lezet na tseéce K L. Pak chceme dokazat ab = c2, coZ neni
nic jiného nez % = <, neboli bychom chtéli podobnost ABCF a AFCA. Jelikoz je ¢tyfuhelnik BLCF
tétivovy, plati |<FBC| = |<FLC|. Déle mame z vlastnosti usekového thlu |[<FLK| = |<FKA|, a diky
tétivovému ¢tyfuhelniku FCK A i rovnost |[<FKA| = |<FCA|. Celkové tedy

|<FBC|=|<FLC|=|<FLK| = |<FKA| = |<FCA]|.

Obdobné by se dokdzala rovnost |[<BCF| = |<CAF)|, a tedy podle véty uu je ABCF podobny ACAF
a plati dokazovana rovnost ab = c2.

Pokud bude bod C lezet mimo tsecku K L, pak sta¢i pouzit obvodové uhly v tétivovych ¢tyiihelnicich
FBCL a FCAK a jednou tisekovy tihel a dostaneme podobnost AFBC a AFCA, z ¢ehoz plyne zadané
rovnost.



Piiklad. (Na stopé gralu) K uréeni mista, v némz je ukryt svaty gral chybi uz jen zjisténi magického
thlu. AZ bude ten znam, je postup nasledujici:

,, Utvor ostrouhly trojuhelnik mezi mésty Adwick, Bolton a Chesterfield. Jeho ortocentrum lezi ve mésté
Huddersfield. Huddersfieldem postav rovnou cestu, kterd s rovnikem svird orientovany magicky uhel. K ni
postav tri symetrické cesty, kazdd z nich bude osovym obrazem podle jedné ze stran trojihelnika. Tam,
kde se tyto tri cesty protnou, najdes svaty gral.”

Ukazte, ze ndvod neni vadny a tyto tfi cesty se skutecné protnou v jednom bodé pro kazdou hodnotu
magického thlu.

Reseni. (nekorektni) Kazd4a z osové zobrazenych pifmek prochazi jednim z osovych obrazii ortocentra
podle stran. Otaceni pak mizeme chapat vzdy jako otaCeni pravé podle jednoho z osovych obrazu H, tyto
obrazy lezi na kruznici opsané. Otacime-li pfimkou kolem bodu leziciho na kruznici, pak jeji druhy prisecik
s touto kruznici ,,béha rovnomeérné“, jelikoz obvodovy tihel se rovnomeérné zveétsuje. Druhé priseciky onéch
tF1 pfimek s kruznici opsanou se po ni pohybuji stejné rychle. V krajni poloze, kdy pavodni pfimka splyva
s vyskou, tyto pruseciky splyvaji. No a diky tomu, Ze ,,béhaji stejné rychle“, budou takto splyvat porad.

Reseni. (korektni) Pro zac¢atek ozna¢me p pifmkou vedenou ortocentrem H, déle p,,pp, . jeji obrazy
podle stran AABC' a kone¢né H,, Hy, H. osové obrazy H téz podle stran AABC. Vime tedy, ze H, €
po atd. a podle znamého tvrzeni také vime, ze body H,, Hp, H. lezi na kruznici opsané. Inspirovani
predchozim nekorektnim postupem dokazeme, ze kazda z primek p,, pp, p. protne kruznici opsanou ve
stejném bod€, ozna¢me kvili tomu jejich druhé priseciky s opsanou kruznici X,, Xp, X.. Abychom si
usnadnili diskusi, fekneme, Ze bez Gjmy na obecnosti protinad pfimka p strany BC a AC v bodech X a
Y.

..

Budeme chtit ukazat rovnost thla
|[<X,AB| = |[<X,AB| = |< X .AB|.
K tomu nam bude stacit, pokud budeme umét vSechny tyto thly vyjadfit pomoci Ghli v trojihelniku a
thlu ¢ mezi pfimkou p a vyskou z vrcholu A (tfeba). Uvédomte si, ze kazdy thel kolem bodu H nyni
umime vyjadrit. Za¢neme tim, Ze spocitame
|<X.H.C|=|<HHY|=|<HHA| + |<AHY| = 5 + ¢,
kde jsme v prvni rovnosti vyuzili osovou soumérnost. Podobné dostaneme

<X H,Al=¢  |<XyHyB|=~—¢.

A nyni uz jen snadno dokon¢ime praci jak jinak nez pomoci obvodovych thli.



[<XeAB| =7 — [<AH. Xo| =7 — ¢
|<IXbAB| = |<IXbeB| =7—
<X AB|=180° - (B+ ¢+ a) =~ — ¢.
Méame tedy X, = X, = X, a tloha je vyTeSena.
Piiklad. (Z1é proroctvi) Merlinovi se zdal prorocky sen o tom, ve kterych letech na svét udefi ohromné

katastrofy. Letopo¢ty byly vyjadireny ¢isly, kterd mohou udévat pocet nenulovych koeficientii polynomu
tvaru

(az + b)?°" — (cx +d)**'°  a,b,c,d € R.
O jakych letech se Merlinovi zdalo?

Ndvod. Na tvod poznamenejme, Ze ¢len (ax + b)?°1% m4 pravé 2011 nenulovych koeficientt, pokud jsou
a i b nenulové (binomickéd véta) a pravé jeden nenulovy koeficient v opaéném piipadé. Nyni rozeberme
pfipad b = 0V ¢ = 0. Rozlisime dvé moznosti podle toho, zda jsou nulova obé ¢isla ¢i jen jedno. Podle
pfedchoziho pozorovani nebude vSak ani v jedné z moznosti pocet nenulovych koeficientd v intervalu

[3,2009].
Bud dale be # 0. Checeme-li vynulovat koeficient u z

k 2010
aFp2010—k _ 2010~k . “_d _ Sl '
be b

Funkce f(x) = p® je pro p # £1 prostd, takze vynulovat vice nez jeden koeficient lze pouze, pokud ma
pfedchozi rovnost jeden z tvart

* musi platit (binomické koeficienty se zkrati)

(i) 1¥ = 1: Pak by se vynulovaly vSechny koeficenty.

(ii) (=1)¥ = 1: Pak by se vynulovaly koeficienty u sudjch mocnin, kterych je 1006.
Jako Merlinova ¢isla tedy pfipadaji v avahu pouze 0,1,2,1005,2010, 2011, kterych vsech umime doséah-
nout pomoci nasledujicich polynomt

0, 22010 2010 7 (5 | 1)2010 _ (5 1)2010 (5 4 1)2010 _ ;2010 (5 4 1)2010,

Uloha je vyfesena.
Piiklad. (Hladomorna)  Artus$ dostal od Merlina darem magicky kvadraticky trojclen f(z) = x2+ax+b.
Pro magicky trojélen platilo, ze rovnice f(f(x)) = 0 méa ¢tyfi realné kofeny (pocitdno véetné ndsobnosti),
pricemz soudet né&jakych dvou z nich byl roven —1. Artu§ ovSem nebyl spokojen s tim, ze b < —1/4 a
zaviel Merlina do kobky, dokud mu nevymysli trojélen se stejnymi vlastnostmi, ktery by mél b > —1/4.
Jak dlouho stravi Merlin v kobce?

Ndvod. Rovnice f(x) = 0 jisté musi mit dva realné kofeny, oznac¢me je 21, zo. Rozmyslime si, Ze rovnice
f(f(z)) = 0 bude mit ¢tyfi kofeny, pravé kdyz jsou x1, x5 zarovei v oboru hodnot f. Ten uré¢ime pomoci
béznych stfedoskolskych metod Hy = [C, 0], kde C = —%2 + b. Mame tedy x; > C a zaroven xg > C,
jejichz sectenim (pamatujte, ze x1 + x2 = —a ziskdme dilezity vztah
2
—aZ—%—i—% & 4b<a®-2a Q).
Nyni ozna¢me ¥, y2 kofeny rovnice 22 +ax+b—x1 = 0 a podobné y3, y4 kofeny rovnice 22+azx+b—x2 = 0.
Diky symetrii staci rozlisit dva pfipady.
(i) y1 + y2 = —1: Pak podle Vietovych vztahti a = 1 a podle (O) mame b < —1/4.
(ii) y1 + y3 = —1: Tyto kofeny dosadime do rovnic, které splituji a ziskdme
yi+ayr+b—z =0,
Y2 +ays +b— a9 =0.
Sectenim a s vyuzitim Vietovych vztahi ziskame
yi+ys +2b=0.
Nyni uz jen staci udélat spravny odhad a psat
+y3)? 1
=y 4yl > rtys) 1
2 2
V obou pfipadech je tedy b < —1/4 a Merlin tak bude v kobce p&kné dlouho!



